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��( )������(

��������� ��� ���
�1�� �� ��������*

����� ����	��������� �� � ����
��� ���������

/� 
������� �� ��1�����( ���- 
��
���� 
�������(	 �*�* '� ��-��
� ��� ���
��� 
����
�� ��� ���� �$ ��� 
�������(* ��� ����� ���$�
� �$ ��� 
�������( �� ����%�� �� )�
��-������( 
���-�� ��� ���
�� �� �� ���
���
 1��� �������� �� ��� �(%%���( �,��
�$ ��� 
�������(* ��� $��
� �� �� ��� �$ 
���-� q �� -���� )( ��� B�����7 �D������*
��� $��
� ��� ���� ����%� ��

)e = ρe� 3@*!4

��� %�%����% �D������� $�� ��� &�' �� -���� )( ��� I������������ �D������*
C���%��- ��� &�' �� )� ������� $���	 ρD�

Dt = 0	 '������ �������� -��������	
∇p = 0	 ��� ��-��
���- ��� -������������ $��
�	 ρ% = 0	 '� �)���� � )����
�
)��'��� ��� ���
��� $��
� ��� ��� ���
���
 $��
�

µ∇2�+ ρe� = 0. 3@*@4

+��% ��� ��1������ �$ ��� F�(����� ��%)��� Re = �������� �	�
�
���
	
� �	�
� = ρU2/L

µU/L2 	 '� ���

���� ��-��
���- ��� ������� �� �D�������� �� ����%��- Re = 0*  � ��� ����
���� �$
��� �(%%���( �,�� �D������ 3@*@4 )�
�%��

µ

[
1
r

∂u

∂r
+

∂2u

∂r2
+

1
r2

∂2u

∂θ2
+

∂2u

∂z2

]
+ ρe� = 0. 3@*A4

/� ����%� ���������� �(%%���(	 ∂/∂θ = 0	 ���$��% 
��������� �� ��� �,�� �$
�(%%���(	 ∂/∂z = 0* +������%��� ����%��- λD � a 3a )���- ��� ������ �$ ���

�������(	 ��� λD �� ��� #�)(� ���-��	 '��
� �� ��1��� �����4 '� 
�� ��-��
� ���

�������� ���%	 -����- �� �D������ 
�����������- �� � ����� 
��� 3����
� r ���
)��� �����
�� )( y �� ����
��� ��� ����� 
��� ���������4

µ
∂2u

∂y2
= −ρEEx = ε

∂2φ

∂y2
Ex 3@*H4

'���� '� ���� ���� E������5� �D������*  ���-�����- 3@*H4 '� �)����

µ
∂u

∂y
= ε

∂φ

∂y
Ex + 
������� 3@*�4
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C� ��� ��-� �$ ��� ��0��� ��(�� (y → ∞) '� ��� ��� ����
��( u ��� ��� ���
���

��������� φ �� )� 
�������	 ���
�

∂u

∂y
= 0 $�� y → ∞, 3@*?4

∂φ

∂y
= 0 $�� y → ∞, 3@*�4

'��
� %���� ���� ��� 
������� �� �D������ 3@*�4 %��� )� 7���*  ���-�����- 3@*�4
��� ������- φ = ζ $�� u = 0 '� �)���� ��� ���%����7��%���
��'��� �D������

U∞ = −εζEx

µ
. 3@*�4

+��% ��� �)��� �D������ ��� ������� 
���%�� ������ �������� )��'��� ��� ���
���

1��� ��� ��� ����
��( �� ��� '��� �� $����* ��� ���
�����%���
 %�)����( �� ����

αeo = −εζ

µ
. 3@*�
4

�6�#���4 G��
���
 1���� Ex = 2.5× 103 <N%* M��� ���������� ζ = 0.1 <* /���
��� �����
���
 
������� ��� �(��%�
 ���
����( $�� '����	 ��� ����
��( )�
�%���
U∞ = 200 µ%N�*

����� ��� ����� ����	�

 � ��� �������� ��)��
���� '� %�������� � ���-�� �
��� 
����� ��� #�)(� ���-��*
���� ���-�� �
��� '��� )� ��1��� �� ��� $����'��- �,�%���* /� '��� 
������� ���
�������� �$ � ��)� '��� � 1,�� ��������� �� ��� '���	 ��� 7��� ���������* /���
����%��- �� 
����
���� ��� �� ����� &�,	 ��� I������E���
� �D������ -���� �
)����
� )��'��� ��� ��0����� ��� ��� ���
���%�-������	 '��
� 
�� )� ����-�����
�� -��� ��� ����7%��� ������)����� $�� ��� 
��
��������� �$ �������� ��� ��-�����
���� �����
�����(

−α±z±Fc±
dφ

dr
= D±

dc±
dr

3@*��4

'���� D± = RTα±* F������-��- ��� ����-�����- -����

−
∫

dφ =
RT

z±F

∫
dc

c±
3@*�!4

(������-

c±(x, r) = c0(x) exp
(
∓zFφ(r)

RT

)
. 3@*�@4

I���
� ���� z± = ±z* E������5� �D������ -����

1
r

∂

∂r

(
r
∂φ

∂r

)
= −Fz

ε
(c+ − c−) 3@*�A4
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 �������- 3@*�@4 ���� 3@*�A4 -���� � ���������� ��
��� ����� J#G

λ′2

r′
∂

∂r′

(
r′

∂φ′

∂r′

)
= sinh φ′ 3@*�H4

��� ��0�������� �D������ ��� )��� %��� ������%�������� �� ��� $����'��- %���
���

r′ = r/a λ′ = λD/a φ′ = zFφ/RT 3@*��4

C)��� '� ���� �������
�� ��� #�)(� ���-��	 λD 	'��
� $��% ��� ������%��������
��7��- �� $���� �� )�

λD =
(

εRT

2F 2z2c

)1/2

. 3@*�?4

�6�#���4 ��%��������� T = 25o�* #����
���
 
������� $�� '����� ε = 78.3ε0*
���
���������� 102 mol

m3 3
*��4* ����� ������ -���� � #�)(� ���-�� �$� λD = 2�%*

GD������ 3@*�H4 ��� )��� ������ ��%���
���( ����- �(%%���( )������( 
���
������� �� r′ = 0 ��� #���
���� )������( 
��������� �� r′ = 1 �� ��� ���$�
�

∂φ′

∂r′
= 0 �� r′ = 0, 3@*��4

φ′ = ζ ′ �� r′ = 1. 3@*��4

6���- ��� ���B�) ���� -���� �� C������, C ��� 
����� -���� �� +�-��� @*�
���� )��� �)������* ��� 
����� -��� � 
���� ��
���� �$ ��� %�����- �$ ��� #�)(�
���-��*  ��� '��
� �,��� � 
������ ��%)�� �$ ��� ��%�������� #�)(� ���-���
$��% ��� '��� ��� �
������ $��% ��� 7��� ���������* ��� #�)(� ���-�� 
�� ���
�
)� ��-����� �� � %������ �$ ��� �
������- ���-��* /��� λ′ )�
�%�� ���-�� ����
� '� ����
� ���� ��� �
������- �� ���( ����	 )�
���� ��� �$ ��� �������� �$ ���
��)� �� 
����� ���� � #�)(� ���-�� $��% ��� '���*
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+�-��� @*�� ��� 
���	���	
��� ����	���
� φ′� ��� �����	� 
���	���	
��� ����� 
�	����� λ′ =

λD/a� ��� 
���	���	
��� ���� ����	���
� ζ′� �� ��� ��

 ��� ���	 �����	 �� ��  �!"� #� 	�����

���� λ′ ��	 �� �����
�
 �� � �����	�	� 
�	����





��
���� �

�����	�� ������ �����

 � ���� 
������ ��������� �$ ��0����� �(��� �$ &�' ���)��%� ��� ���������	 �*�*
����
��( ���1��� -���� )( ��� I������������ �D������ �� ������ �'� �� ����� ���
%������� '��� ��%� -���� )������( 
���������* ��� ����
��( ���1�� -��������
��� �%������� �� �����
� �� ��� ����������* ���� )�
�%�� ������� �� ��� �����(
�� ��(��� ���������� ��������� �� ��� ��,� 
������* ��������	 ��� ����(��
���(

��
������ ���1��� 
�� )� ���� �� ����$( ��� ��%������� ��$�'���	 ��� �� �)����
�� ����%��� �$ ��� -��� ��������
(*

��� !	���� ���� �� �  �����
���� ��"�

C� 1��� '� 
������� � �'� ��%�������� �����( &�' �� � �����-�� 
������* ���
����
��( ������)����� �$ ��
� � ���)��% �� $���� �� )� ��� ����� �$ � ����)���

u(y) = u���

(
1 − y2

h2

)
. 3A*�4

�����- ����- �� 
������� ��� @#�
��� �$ � 
(������
�� ��)� ��� %�-�� �,��
�
��� ����
��( 1��� �� )� ��� ����� �$ � ����)�����*  � ��� $����'��- '� '��� ���'
���� ���� �� �
�����( ����* ���� &�' �� ���� ���'� �� E��������� &�'* ��� I������
������ �D������ �� @#�
(������
�� 
���������� ��� ��� 
��������( �D������ $��
��
�%������)�� &���� '��� )� ����%�� �� $���( ���
��)� ��� ���)��%

∂�

∂t
+ (� · ∇)� = −1

ρ
∇p +

µ

ρ
∇2�, 3A*!4

∇ · � = 0. 3A*@4

���� ρ �� ��� %��� ������(	 µ ��� ���
����(	 p ��� �������� ��� � ��� ����
��(
1���* ��� z�
�%������ �$ �D������ 3A*!4 �����

∂uz

∂t
+ uz

∂uz

∂z
+ ur

∂uz

∂r
+ uϕ

1
r

∂uz

∂ϕ
= −1

ρ

∂p

∂z
+

∂2uz

∂z2
+

1
r

∂

∂r

(
r
∂uz

∂r

)
+

1
r2

∂2uz

∂ϕ2
,

3A*A4

'���� '� ���� ���� ��� B����
��� �������� �� 
(������
�� 
����������* ��� &�'
�� ������ )( � �������� -������� �� ��� z�����
����	 ��� �� '� ��� ������- $�� ���

�H
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�����( ����� �������� ��� ����
��( ��

�(r, ϕ, z) = u(r)�z. 3A*H4

 �������- ���� ����
��( 1��� �� ��� I������������ �D������	 � 
��������)�� ��%����
1
����� �� �)������* /� ���� ���( �� ����� $�� u(r)* +������%��� ��� 
��������(
�D������ ��� ��� �����( ����� ����%����� (����� ∂uz

∂z = 0 ��� ∂
∂t = 0	 �����
�

�����(* C�� ���%� �� ��� ��$������ ���� �$ �D������ 3A*A4 ���� ������* J� ���
��-������� ���� ��� ��
��� ���% ������ )�
���� �$ ��� 
��������( �D������ ���
��� ���� ���% ������ )�
���� �$ ���������� �(%%���(* /� 1����( ������ ��

∂p

∂z
=

µ

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
. 3A*�4

��� �)��� �D������ (����� ���� ����-�����- �'�
�

u(r) =
1
2µ

∂p

∂z
r2 + A ln(r) + B. 3A*?4

C� ln(r) → −∞ $�� r → 0 '� %��� ��D���� A = 0	 ��� ����- ��� �������
)������( 
�������� u(a) = 0 '� 1��

u(r) =
1
2µ

∂p

∂z
(r2 − a2). 3A*�4

���� 
�� )� ��'������ �� ���%� �$ ��� %��� ����
��( U �� $����'�

U =
1

πa2

∫ 2π

0

[∫ a

0

u(r)rdr

]
dϕ = − 1

2µ

∂p

∂z

a2

2
3A*�4

(������-

1
2µ

∂p

∂z
= −2U

a2
. 3A*�
4

 �������- ��� ���� ������ �� �D������ 3A*�4 -����

u(r) = 2U
(

1 − r2

a2

)
, 3A*���4

u(r) = umax

(
1 − r2

a2

)
, 3A*��)4

'���� umax = u(0) �� ��� %�,�%�% ����
��(* ��� %���� ��-� �� �D������ 3A*�
4
������� )�
���� ��� �������� -������� ∂p

∂z ����%�� � ��-����� ����� '��� u ��
��������* +������%��� '� ����
�� umax = 2U * ��� E��������� &�' ���1�� '���
���( �� �%������� ���� �� ��� ���
������ �$ ��� ���
����� ��(��� ����������*

��� #�����	� �
�$�� �� � ��
�

 � ���� ��
���� ��� ����
��( ���1�� �� � ���� '��� � ��
���-���� 
���� ��
���� '���
)� 
��
������ �,������- ��� ��������� �� � 
�%����� ��� �$ )���� $��
�����* C
������-� ���
������� �$ ���� %����� �$ ������- ��0�������� �D������� �� %��� )(
C�%�� 3!


4* ��� -��%���( �� ����
��� �� +�-��� A*�*
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+�-��� A*�� $������� �� ��� 
����	 ����� ��� ��
����	 �� ���	
 ���� ������ �� ����
�	�����
%� ����� ���� ��� �	��
�� ����
�	��� θ �� 
��	�
 ���� ��� y��&���

C���%��- ��� ����
��( 1��� �� )� �����( �7�%�����	 � = u(r, z)�θ	 ��� I������
������ �D������ (�����

∂

∂r

(
1
r

∂

∂r
(ru)

)
+

∂2u

∂z2
=

1
µr

∂p

∂θ
, 3A*�!4

�������-��-

r
∂2u

∂r2
+

∂u

∂r
− u

r
+ r

∂2u

∂z2
=

1
µ

∂p

∂θ
. 3A*�@4

��� �D������ �� %��� ������%�������� �� $����'�

r′ =
r

ro
, z′ =

z

h
, u′ =

uµ

ro
∂p
∂θ

. 3A*�A4

+�� ���������� 
��������
� ��� ���%�� 354 '��� )� �%����� $��% ���� ����� ���
��* I���
� '� ���� ����%�� ∂p

∂θ �� )� 
�������* ���
�

r
∂2u

∂r2
+

∂u

∂r
+

u

r
+

(ro

h

)2

r
∂2u

∂z2
= 1 3A*�H4

 � ����� �� �)���� �� ����(��
�� �������� �� ��� �)��� ����%�-������ �������
��0�������� �D������ '� '��� �,���� ��� �������� �� � 
�%����� ��� �$ )����
$��
�����* �� -�� � -��� ���� �$ '��
� )���� $��
����� �� ��� $�� ��� �,�������	
'� 
������� 1����( ��� ��%�-������ �D������ ���(* �������� � �������� �$ ���
$��%*

u(r, z) = R(r)Z(z). 3A*��4

 �������- �D������ 3A*��4 ���� ��� ��%�-������ $��% �$ �D������ 3A*�H4 (�����

r2R′′(r) + rR′(r) − R(r)
r2R(r)

= − (ro/h)2Z ′′(z)
Z(z)

= k0, 3A*�?4
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'���� k0 %��� )� � 
������� )�
���� ����(����- �� ��� ��$������ ���� �$ ��� 1���
�D�����( ��-� ������� ���( �� r ��� ����(����- �� ��� ��-������� ���� �������
���( �� z* GD������ 3A*�?4 -���� �'� J#G5�

r2R′′(r) + rR′(r) − (k0r
2 + 1)R(r) = 0 3A*��4

Z ′′(z) + (h/ro)2k0Z(z) = 0 3A*��4

GD������ 3A*��4 %��� )� ������ '��� ��� )������( 
��������� Z(0) = Z(1) = 0*
+�� k0 ≤ 0 ��� ���( �������� �� ��� ������� Z(z) = 0* +�� k0 > 0	 ��'����	 '�
1�� ��� ��-��$��
�����

Zn(z) = sin(nπz), n ∈ N 3A*!
4

��� -������ �������� �$ �D������ 3A*��4 $�� k0 = 0 �� $���� �� )�

R(r) = Ar + Br−1, 3A*!�4

'���� A ��� B ��� 
��������* ��'����	 ��� )������( 
��������� R(ri/ro) =
R(1) = 0	 '���� ri/ro 
= 1 -���� ���( ��� ������� R(r) = 0 ��������* /���
k0 = γ2 > 0 '� �)���� ��� %���1�� ������5� ��0�������� �D������ '��� ����, �
'��� ��� ��������

R(r) = CI1(γr) + DK1(γr), 3A*!!4

'���� C ��� D ��� 
��������* ��(��- �� �����$( ��� )������( 
��������� '�
��
������ ��� ��D����%���

I1(γ)
I1(γri/r0)

=
K1(γ)

K1(γri/r0)
3A*!@4

I� ������ �$ γ 
�� �����$( ��� �)��� �D������* /��� k0 = −γ2 < 0	 ��'����	 '�
�)���� ������5� ��0�������� �D������ '��� ����, �	 ��� 
����D�����(

R(r) = CJ1(γr) + DY1(γr), 3A*!A4

'���� C ��� D ��� 
��������* C���(��- �-��� ��� )������( 
���������	 R(1) = 0
��� R(rr/ro) = 0 (����� ��� ���������

Rm(r) = Y1(γmr) − Y1(γm)
J1(γm)

J1(γmr), m ∈ N. 3A*!H4

���� γm ��� ��� �������� 7��� ������ �$ ��� $��
����

Rm(ri/ro) = 0, 3A*!�4

����� �� ��� �'� 
�%����� ���� �$ ��-��$��
����� -���� )( �D������� 3A*!
4 ���
3A*!H4 '� 
�� '���� u �� ��� $����'��- -������ �������������

u(r, z) =
∞∑

n=1

∞∑
m=1

Enm sin(nπz)
(

Y1(γmr) − Y1(γm)
J1(γm)

J1(γmr)
)

, 3A*!?4

'���� Enm ��� �,������� 
��.
����� �� )� �����%���� � * �( 
������
���� u(r, z)
�����$( ��� )������( 
��������� u = 0 ����('���� �� ��� ���$�
�*  �������-

�#� ���� ���� ���
��
5 @� φn �� � ����� ��� L2(I) �	
 ψm �� � ����� ��� L2(J)� ���	 φnψm

�� � ����� ��� L2([I × J ])�
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�D������ 3A*!?4 �� �D������ -���� 3A*�H4

∞∑
n=1

∞∑
m=1

Enm sin(nπz)rR1(γmr)
(

γ2
m +

(ronπ

h

)2
)

= −1. 3A*!�4

�������(��- �� ��
� ���� �$ �D������ 3A*!�4 '��� sin(nπz)R1(γmr) ��� ����-����
��- -����

Enm

(
γ2

m +
(ronπ

h

)2
)∫ 1

0

sin2(nπz)dz

∫ 1

0

R2
1(γmr)rdr

= −
∫ 1

0

sin(nπz)dz

∫ 1

0

R1(γmr)dr, 3A*!�4

'��
� ���� �������-��- -���� ��� �,������� 
��.
�����

Enm =
−4Gm

Dm(2n − 1)

[
γ2

m +
(ronπ

h

)2
]−1

3A*@
4

'����

Dm = 1
2

[
1
2R0(1) − R2(1)

]2 − 1
2

(
ri

ro

)2 [
1
2R0( ri

ro
) − R2( ri

ro
)
]2

3A*@�4

Gm = 1
γm

[
R0( ri

ro
) − R0(1)

]
. 3A*@!4

C ���B�) ���-��% ��� )��� ��������� �� 1�� ��� ����
��( ���1��* ��� 
��� ��
-���� �� C������, �* G,�%���� �$ � ����
��( ���1�� �� ���'� �� +�-���� A*! ���
A*@*



20 CHAPTER 4. PRESSURE DRIVEN FLOWS

150
160

170
180

190
200

0
5

10
15

20
25

0

50

100

150

200

rz 150
160

170
180

190
200

0
5

10
15

20
25

0

50

100

150

200

r

Velocity/(µm s−1)

z

+�-��� A*!� ��
����� ����
��



CHAPTER 4. PRESSURE DRIVEN FLOWS 21

20 

40 

60 

80 

100

120

140

160

180

200

150 160 170 180 190 200
0

5

10

15

20

25

r

z
Velocity/(µm s−1)

20
40

60
80100

120
140

160
180

200 

+�-��� A*@� '�	���� �� ��
����� ����
�� (����� ��� ���������� ��� ���) �� ��� ����
� ��
�
���� �� ��� �		�� ��

 ���	 ��� ����� ��

�

+�##���4  � ��� ���
����- 
������ '� ���� $���� ��� ����
��( ���1��� $��
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���������� �� ��� $����'��- 
������* +������%��� '� ���� $���� �� ����(��
��
�,�������� $�� ��� ����
��( ���1�� �$ � �������� ������ &�' �� � ���� '��� �
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���-���� 
���� ��
����* ���� ����
��( ���1�� �� ������� �� ��� -��� ��������
(
����(���* ��� %����� $�� ������- )������( ����� ���)��%� $�� ������� ��0��������
�D�������	 �� '� ���� ���
��)�� �� �)���	 '��� ���� )� ���� �� ������� �*
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• #�0������ ��� ��������� �$ ��%� ���
��� 
����� )( -�������� �� ��� 
���

���������	 -���� )( +�
�5� ��'*

• ���%���( �0�
��� ��� ���������� '��
� %�( )� 
����� )( ��� -��%���(
�$ ��� �(���%	 �����-� '��
� � ���
��� �� �����������*

• ��������� �� ����
��( ���1���� /��� � ���
��� �� ����������� )( 
����
����	
��( -�������� �� ��� ����
��( ���1�� '��� 
���� ����������	 )�
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���
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� -��%���( '��� ��������( )� �$ -���� �%������
�* I�,�	 ��� �����( �$ ��(���
���������� '��� )� ����� '���	 $����'�� )( � ���
������ �$ '��� ����� �����,��
%������ ���� ��(���5� 
�� )� %���* ��(��� ���������� �� 
������� '��� � �D����

���� ��
���� �� ����
����( ����������- $�� %�
��
������� �� µ��C�* �������� ����
��- ������- '���� ���� )��� �������-���� )( #������ 3!


4* ���%������ �����-
����� 
���� ��
����� ���� )��� �������-���� )( #���� 3!


4*  � ���� ������ '�
'��� ���( 
������� ��� ��)� ������ -��%���(*

����� ������ ����������

��� ���������� �$ ��� %��
�)�� ��D��� ���� �������	 ��� �� � ����
������� ����
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���1�� 
�%)���� '��� ��0����� �����-���� �� ��� &�' ����
����	 �� ���%�� ����

�� ���������
*  � ��� $����'��- �����( '� $����' ��� '��� )( E��)����� 3���A4*
�� ���������� ��� %�����- �$ ��(��� ���������� 
������� ��� $����'��-�
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+�-��� H*�� ��� ����� ����� ��� 
��������	 �� � ����
� �	 � ���� ���� �	
 ������� 
������	

�����	� �� ��� �	����
 ������ t = 0� �	
 �� ��� 
���� ������ t1 > 0 �	
 t2 > t1� ��� ���� ���
�

�������	� ��� 
�	���� �� ��������

�6�#���4 C� �� ������������ �$ ��� $����'��- �,�%��� ��� +�-��� H*�* +���� ���
��%� �� ��0�����* ���� � ���- 
��
���� ��)� 
��������- � &��� ��� ���
� '�����
� ��%���*  $ '� �� ��%� t = 0 )�-�� �� %��� ��� &��� � ����)���
 ����
��( ���1��
'��� )���� ��* ���� -���� ���� �� � ���������� �$ ��� ��%���	 ���
� '� ���� � %�,�
�%�% &��� ����
��( �� ��� 
����� �$ ��� ��)� ��� 7��� ����
��( �� ��� ����� '���*
I�' 
������� ������ ��0�����* ��
���� �$ ������ 
��
��������� -�������� '� '���
��� ��� $����'��-� ��� $���������������- %���
���� $��% ��� 
����� �$ ��� ��)�
'��� ��0��� ���� ��� ��'�����
��( ��-��� ���� ��� '��� ��� ��� ���'�� ���������-
��%��� %���
���� ���� ��� '��� '��� ��0��� ���� ��� ��-������
��( ��-��� �� ���

����� �$ ��� ��)�* ���� %�,��- '��� �%��� ��� ��� ����)���
 ����� �� ��%� -���
��� '��� ������ �� � 
(������
�� ������ ��%��� $�� ���-� ��%��*

*�� *����� �	
���
	�� �7���	��

��� �,����( �(%%����
 
����
���� ��0����� �D������ '��� � 
������� ��0����� ��
-���� )���'

∂c

∂t
+ u(r)

∂c

∂x
= D ∇2c 3H*�4

'���� D �� ��� ��0����� 
��.
����* �����$��%��- ��� �D������ ���� � %����-
��$����
� $��%�	 '��� ���
����%� 
���������� (x′, t′) %����- �� ��� x�����
����
�� ����� U 	 �*�*{

x′ = x − Ut
t′ = t

}
��

{
x = x′ + Ut

t = t′

}
3H*!4

'� �)����

∂c′

∂t′
+ u′(r)

∂c′

∂x′ = D∇2c′ 3H*@4

��(��� %��� ��� ����%����� ���� �� ���� %����- $��%� �$ ��$����
�	 ��� &�'
�� D����������(	 %�����- ���� ∂

∂t′ � 0* +������%��� �����-�����- �,��� ��0�����
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3���� ����%����� �� ���
����� ����� �� ���� ��
����4	 �D������ 3H*@4 �� ��%���1��
��

u′(r)
∂c′

∂x′ =
D

r

∂

∂r

(
r
∂c′

∂r

)
3H*A4

'���� u′(r) �� ��� ����
��( ���1�� �� ��� %����- $��%� �$ ��$����
�* +��% ���
�������� ��)��
���� '� $���� ��� ����)����� ����
��( ���1�� u(r) = dx

dt =

2U
(
1 − r2

a2

)
	 ���
� u′(r) = dx′

dt = dx
dt − U = U

(
1 − 2 r2

a2

)
-����-

U

(
1 − 2

r2

a2

)
∂c′

∂x′ =
D

r

∂

∂r

(
r
∂c′

∂r

)
. 3H*H4

��� �������� ��

c′ =
Ua2

4D

(
r2

a2
− 1

2
r4

a4

)
∂c′

∂x′ + A ln(r) + B, 3H*�4

'���� A ��� B ��� ����-������ 
��������	 '��
� ��%��� �� )� �����%���� $��%
)������( 
���������* C� c %��� )� 1���� $�� r = 0 '� %��� ��D���� A = 0* +��
r = 0 '� �)���� B = c′(0) ≡ c0	 ��� 
��
��������� �� ��� �,�� �$ �(%%���(* c0

�� �����%���� $��% ��� )������( 
�������� ∂c′
∂r |r=a = 0 �� )�

c′0 =
Ua2

2D

(
r4

a4
− 1

)
∂c′

∂x′ . 3H*?4

���
� ��� 
��
��������� �� $��
���� �$ ��� ������ ��

c′(r) = c′0 +
Ua2

4D

(
r2

a2
− 1

2
r4

a4

)
∂c′

∂x′ . 3H*�4

��� %��� 
��
��������� �� $���� �� )�

c̄′ =
1

πa2

∫ 2π

0

[∫ a

0

c′(r)rdr

]
dϕ = c′0 +

1
3

Ua2

4D

∂c′

∂x′ , 3H*�4

�� ����

c′(r) = c̄ +
Ua2

4D

(
−1

3
+

r2

a2
− 1

2
r4

a4

)
∂c′

∂x′ . 3H*�
4

��(��� �������� �� ���� ����� ����

∂c′

∂x′ �
∂c̄′

∂x′ 3H*��4


���� )� ����%�� �� )� ���� �$ ��� $����'��- ���D�����( '�� ����

Ua2

4D

(
1
L

)
� 1. 3H*�!4

'���� L �� ��� 
����
�������
 ���-�� ���� '��
� ��� -������� 
���-� �� c′ �

���*
/� ����
� ���� ��� 
��
��������� -������� ∂c′

∂x′ ��� )��� �����
�� )( ∆c
L * C� ∆c ��

�%��� 
�%����� �� c̄ �� �� ��.
���� �� 
������� 1/L �� �D������ 3H*�!4* ���� %����
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-��� ����� �� �%��� ������ �$ L ��
�������( -���� ���� �� ���-�� 
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���������
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����� �� +�-��� 3H*!4*
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+�-��� H*!� ��� $������	 ������ ���� 
�����	� �������������� 
�	��� ���
�� L ��� ����	�

(����� ���� L1� ����� �� ������� ���	 L2� ��� 
����� ��	��	������	 ���
��	��� σ1 �	
 σ2 ���

��� ���	
��
 
�������	� ��� ��� ��� $������	��

6���- �D������ 3H*��4 '� 
�� ����-���� �� 1�� ��� %��� &�,

J̄mass =
1

πa2

∫ 2π

0

∫ a

0

ρu′rdrdϕ =
U2a2

48D

∂ρ̄

∂x′ . 3H*�@4

���
� ��� �0�
���� ��0����� 
��.
���� �� -���� )(

D�� =
U2a2

48D
=

1
48

Pe2D, 3H*�A4

��� '��� ��� 
��������( 
��������

∂ρ̄

∂t′
= −∂J̄mass

∂x′ , 3H*�H4

'� 1�� �� ��� %����- $��%� �$ ��$����
�

∂c̄′

∂t
= D��

∂2c̄′

∂x′2 . 3H*��4

����- )�
� �� ��� ���-���� $��%� �$ ��$����
�	 ����- �D������� 3H*!4	 '� 1�� $��
��� �'� ���%� �� �D������ 3H*��4	 �����
�����(	

∂c̄′(t′, x′)
∂t′

=
∂c̄(t, x)

∂t′
=

∂c̄

∂t

∂t

∂t′
+

∂c̄

∂x

∂x

∂t′
=

∂c̄

∂t
+ U

∂c̄′

∂x
, 3H*�?4

∂2c̄′

∂x′2 =
∂

∂x′
∂c̄′(x′, t′)

∂x′ =
∂

∂x′
∂c̄(x, t)

∂x′ =
∂

∂x′

(
∂c̄

∂x

∂x

∂x′ +
∂c̄

∂t

∂t

∂x′

)

=
∂ ∂c̄

∂x

∂x

(
∂x

∂x′

)2

+
∂ ∂c̄

∂x

∂t

∂t

∂x′ =
∂2c̄

∂x2
3H*��4
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 �������- ����� �'� �����$��%������ �� �D������ 3H*��4 '� �)����

∂c̄

∂t
+ U

∂c̄

∂x
= D��

∂2c̄

∂x2
3H*��4

���� �� ���'� �� ��(���5� ���������� �D������*

2�%	��
 �) 0��	�	�� )�� �	8����� "����6	#��	��


#����- ��� ���������� �$ ��� ��(��� ���������� �D������ '� %��� �'� ����%��
������ /� �����-����� ��� �,��� ��0����� ��� '� ����%�� ��� $����'��- �� )�
����

Ua2

4D

(
1
L

)
� 1 3H*!
4

+�� �,��� ��0����� �� )� ��-��-�)�� 
�%����� �� ��� ���������� '� '��� ��D���� ���
��0����� 
��.
���� 3#4 �� )� %�
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��.
����	
�*�*

D � D�� =
a2U2

48D
=

1
48

Pe2D 3H*!�4

GD������� 3H*!
4 ��� 3H*!�4 
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�����(	 )� ��'������ ��

Pe � 4L

a
3H*!!4

Pe 

√

48 � 7 3H*!@4
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�������
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dx

dt
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/��� n = 1 '� �)���� �� �,��
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4 /��)��� ��� �
���
� ���� $���� n = 0.785 $�� ��%�� )����* ����
����� �$ n (�����

αT � 0.01865, 3H*�
4

'��
� �� ���� ���� αT = 0.02083 $�� �������( I�'������ &����* ��� ����
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��
���� ���� ��� ����� �$ ��� ��%��� '��� )�
�����$��%�� ���� � ���������-��% �� ��� ��'������% ���� �$ ��� ����* ���� 
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)� ���� $��% ��%��� -��%���(* �������� � ���� '��� �� ��-�� �$ θ �� �������*
#������- ��� ���-�� �$ ��� ��%���	 ∆�1	 )�$��� ��� ���� ∆�2 �$��� ��� ����	 '�
1�� ���� ��� ��%��� ��� )��� ���������

∆�2 − ∆�1 = θw. 3H*��4

∆�1	 ∆�2	 ��� w ��� ��1��� �� +�-��� H*�* /� ����� �� ��� $����'��- ���' ����
$�� ���
���������
���( ������ &���� ��� ���������� ����� 
������ ����%������ ��
�����,�%����( ���)��� �� 2θw*

����� ����	��!���	������ ���#�� $�
�
��

 � �� �%������� �� ����
� ���� ��� 
��� ���
��)�� �)��� �� ����� ���( '��� ���
����� 
�� )� ����%�� �� )� 
������� ���� ��� ������ '����* ���� ��D����%���
�� �*-* ��� $��1���� �� ��� 
��� �$ ���
���������
���( ������ &����* C���%� ���
���%����7��%���
��'��� ��������� )��'��� ��� ���
���
�� 1��� ��� ��� &��� ���
��
��(	 � = −α∇ψ = α�	 �� )� �����	 '���� α �� ��� %�)����(	 '��
� 
�� )�
������ �� ���
�����%���
 %�)����( �� �� ���
����������
 %�)����(�* ��� %�-���
���� �$ ��� ���
���
 1��� %��� )� �%����� �� ��� ����� '��� 
�%����� �� ��� �����
'���* ���� 
�� )� �����7�� )( � ��%��� 
������������* ��� ��������� ���� U ����
��� ���� $�� ��� ����� ��� ����� 2����2 �� ��� ��%�	 )�� ��� ����� 2����2 ��
���-�� 3d	
��� > d�����4 * ���
� U = E d	 ��� ���
���
 1��� %��� )� �%������ ��
��� ����� '��� ��� ���-��� �� ��� ����� '���* ��� �0�
� �$ �����- � ��0����
�
�� ��� ���
���
 1��� '��� )� �,�%���� �� ��� $����'��-* +�� ��� ����� ��� �����
����� �$ ��� ���� '� 
�� '����

Li = θri ��� vi = αEi =
αU

θri
3H*�!4

Lo = θro ��� vo = αEo =
αU

θro
3H*�@4

+��% ��� �)��� �D������� '� 1�� ��� ���������- ��%� $�� � %���
��� �� &�'��-
����- ��� ����� ��� ����� �����	 �����
�����(*

ti =
Li

vi
=

(θri)2

αU
3H*�A4

to =
Lo

vo
=

(θro)2

αU
3H*�H4

��� ��%� ��0����
� �� ���
�

∆t = to − ti =
θ2

αU
(r2

o − r2
i ) =

θ2

αU
(ro + ri)(ro − ri) =

θ2

αU
2rcwt 3H*��4

��
���� �$ 
��������( ��� �����-� &��� ����
��( �� ��� �����-�� ����� �$ ���

������ %��� �D��� ��� �����-� ����
��( �� ��� �����* ���
� � = α�	 ���� %����
���� ��� �����-� ���
���
 1��� 3�av4 �� ��� ���� %��� �D��� ��� �����-� ���
���
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1��� �� ��� �����-�� �����	 )�� ��� ���
���
 1��� �� ��� �����-�� ���� �� 
��������(
�* ���
� �av = �* ��� %�-������ �$ ���
���
 1��� �� ��� ���� �� -���� )(

E(r) =
U

θr
, ri < r < ro, w = ro − ri 3H*�?4

�����-��- (�����

Eav =
1
w

∫ ro

ri

U

θr
dr =

U

wθ
ln

(
ro

ri

)
=

U

wθ
ln

(
1 +

1
rc

w − 1
2

)
3H*��4

� U

wθ

w

rc
3H*��4

'���� '� ���� ���� ��� 1��� ���% �� ��� ������ �,������� �$ ln(1 + x) ���
��-��
��� ��� 1

2 ����% ����%��- rc

w 
 1
2 *  � �,����%���� 
����
��� )( ���)������

��* ��* 3����4 2.5 < rc

w < 10* �����- ���( ��� 1��� ���% �� ��� ������ �,�������
���� (�����

Eav � U

wθ

1
rc

w

=
U

θrc
= Ec 3H*?
4

'���� Ec �� ��� %�-������ �$ ��� ���
���
 1��� �� ��� 
����� 
���� �� ��� ����*
��� �������� ����� )��'��� Ec ��� Eav �� -���� )(

|Eav − Ec|
Eav

= 1 −
[
rc

w
ln

(
1 +

1
rc

w − 1
2

)]−1

3H*?�4

C ���� �$ ��� �������� ����� �� -���� �� 1-��� 3H*?4* ��� ����� $�� rc

w = 2.5 ��
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����� ����� ������	 Ec �	
 Eav�

I�'	 ����- U = Ecθrc � Eavθrc	 ��'���� �D������ 3H*��4 ����

∆t =
2θwt

αEav
=

2θw

vav
3H*?!4
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'���� vav �� ��� �����-� ����� �$ ��� &���* ��� ��
����� �$ ��� ��%��� '���� ��
��� ����
���� �$ ��� &�' �� ���� ��
������

∆l = vav∆t = 2θw 3H*?@4

��%�����- ���� �� ��� ������ '��� ;��� � 
������� ����
��( ���1�� ���� ��� ������
'���� �$ ��� 
������	 '� ����
� ���� ��� )��������- �$ ��� )��� ��� ���)���*
�6�#���4 ��� ��
����� �$ ��� )���'���� �� $�� θ = π ��� � 
������ '���� ��
��� ���� �$ wt = 55 µ% $���� �� )�� ∆l = 346 µ%*

/��� ζ = 0.1 V '� �)���� $�� '���� �� 25o � � %�)����( �$� α = 8.0× 10−8 �2

�� *
E = 30 �<	 ���� -���� � ��%� ��0����
� �$� ∆t = 0.14 �*

C '�( �� %��� ���� ���)��% 
���� )� �� ��� ��0����� 7�������������� �� ���
����� ��� ����� '���	 �� to ��� ti ��� �D���* +��% ��� ���%����7��%���
��'���
�D������ '� ���'� α = − εζ

µ 	 '���� ζ �� ��� 7�������������	 '��
� ������ ��
������� ����-�	 �%��- ������ %������� ����%����� �$ ��� '���* ��� 
�������� $��
��� �'� ��%� ����%����� �� )� �D��� �� $����

to =
θro

vo
=

θro

αo
U

θro

, 3H*?A4

ti =
θri

vi
=

θri

αi
U

θri

, 3H*?H4

�D�����- ��� �)��� ��%�� -����

αi

αo
=

(
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)2

. 3H*?�4

���
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���-� �D��� �� ��� ���
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 1��� �� ��� �����-�� �����* ��� %��� ����
��( �� ��� ���� �� ��� %��� �$
��� ����
����� �� ��� ����� '��� ��� ��� ����� '��� �$ ��� ����	 ���
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��(
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���� �$ ��� ������	 �*�*
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U

2θ
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)
= αEs. 3H*??4
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ro − ri
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E(r)dr =
1
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U

θr
dr =

U

θ

ln(ro/ri)
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= Es. 3H*?�4

��%)����- �D������� 3H*?�4	3H*??4 ��� 3H*?�4 -����

αi = 2α
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r2
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i
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i 3H*?�4

αo = 2α
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o − r2

i
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��� �)��� �,��������� ��� ����-� �� ������ ��� ����� !#�
���*  � ����� ��%���
�����	 ��'����	 ��� ���
�����%���
 %�)����( �$ ��� ��� ��� )����% ���
� �$ ���
���� ������ ���� )� 
���-��*  � $�
�	 ���( %��� )� �D��� ��� ��������� �� ���
������ �� ��� ����* +��% v(r) ��� E(r) 3�D������ 3H*�?44 ��� ��� ��� )����%
%�)������� �� $���� �� )�

α(r) =
v(r)
E(r)

= 2α
ln(ro/ri)
r2
o − r2

i

r2, '���� ri < r < ro. 3H*��4
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�� )( ���� ��� M�� 3����4	 �,�%���� ��� -���� ���� �� �� �
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�������	 "������ 3!
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�4	 '���� � �������- �$ ��� ����� ��� �����
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 � ��� �)��� '� ���� 
�%������( ��-��
��� ��� �0�
� ��0����� ��� �� ���
����������* ���� '� '��� ��%��( '��� ��� 
������������� )���'* +�����(	 �'� ��%�
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���� ��� �%�������

• tD	 ��� ���������� ��0����� �D����)���% ��%�* tD = w2

2D 	 '���� # �� ���
%��� ��0����� 
��.
����*

• tt	 ��%��� ������� ��%� ������ � ����*  � �� ��1��� �� ��� %�,�%�% ��%�
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��� 
�� ����� �� ��� ����	 �*�* tt = θro
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= θr2

o

vcrc
� θr2

o

vavrc
*
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tD/tt → ∞ �� ��%�����( D = 0* C
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��
����	 ��� ��� ����
�� -���� �
��--������ �$ ��� ���������� 
����� )( ��� ���� ∆� '��� �����- ��0����� ����
�

�����

∆l = 2θw[1 − exp (−tD/tt)]. 3H*�!4

C ���� �$ ∆� �� $��
���� �$ tD/tt �� -���� �� 1-��� 3H*�4* ��� �D������ 3H*�!4
��� 1-��� 3H*�!4 ���'� ���� $�� tD/tt -���- �� ��1���(	 �� �,��
��� '� ������ ��
∆l = 2θw* +�� tD/tt -���- �� 7��� ∆� -��� �� 7���*  � ������ )� ����� ���� ∆�
-���- �� 7���	 ���� ��� %��� ����� �� �� ����������* ����� �� ����� ��� ��0�����
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���������*

���� �&�������	 �� ���	
 ���� ����������	�
 ����
����	� ����
 �	 +��)=� 
���



38 CHAPTER 5. DISPERSION

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

5

6

7

t
D
/t

t

∆ 
l

w=1 and θ=π

+�-��� H*�� ∆� �� ��	����	 �� tD/tt�

�6�#���4 ��� ���$ ��0����� 
��.
���� $�� '���� �� 25o� ��� Dmass = 2.26×
10−9 m2s−1* ��( ��� '���� �$ 
������ �� ��� ���� ��� w = 69 µm	 ���� ���
���������� ��0����� �D����)���% ��%� ��� tD = 1.05 �* /��� ������ �$ 
���������
rc = 500µ %	 θ = π ��� vav = αEav = 8×10−8 m2V−1s−1×30kVm−1	 '� 1��
tt = 0.32 �* ���
�� tD

tt
= 3.3*  ���� 
��� �

�����- �� 1-��� 3H*�4 '� ��� ���� ���
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������
���� �$
%�
��
������� $�� ��� ������� �$ ���������� 
������ )( ���
���
 1����* ��� ���
�
������ -��������- ��� ���
���
 1��� ������ )� ���
�� 
���� ����-� $�� ��� ���
����� ���
���
 1��� �� )� �������� �

����)�(*  � ��� ����
�� )( C;���� 3����4
���
����� ����(� '��� ���
�� ����- � 
������ '��� � ���
��- �$ �����,�%����(
�
µ%* ���'� 3!


4 ��� %��� ���
����� ����(� '��� H
µ% ���������* C

�����-
�� �9��� "����� �� ��	 ��'����	 �����)�� �� ���
� !µ% '��� ���
������ ����- �

������ '��� � ���
��- �$ Hµ% �� ���� �� ��' �� !µ%�*

�,������ �����	������	 ���� 1A��	 B�	��	� ,�� �� ���
�	� �� 9�)���
�)���	�) '�	���� �
9@'� ����	���
 2	�������� �� ��	���)�

@�
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��� �����( �� D���� ��%���� �� ��� #�)(� ��(�� �����(*  � ��� 1��� ��
���� '�
'��� 
������� � �# 
������* B���� '� '��� 
������� ��� 
(������
�� ��)� @# 
���	
'��
� )�
���� �$ ��� ���������� �(%%���( �$ ��� ���)��% 
�� )� ������ �� � !#
)������( ����� ���)��%*

+�-��� �*�� 1)���� �� ��� ���������	 �
��� 0 	����� �� �
�����
�� ��� �����	�
 �
���
 �
�	�

� ���		�
� �����	� ��� ��
����� �	 ���� �� �� ������
� �� ���	����� ��� ��	� �
�	� ��� ���		�
�

'�� ��
��

���  ��	
�� �� � �� �������

+�� ��%���
��( 
������� ��� �# 
��� �� ��� x��,�� �� ��� �������� −L < x <
L*  � ���� �������� '� ���
� �� �%���� �$ �������� ��� ��-����� ���� '��� ���

��
���������� c+(x) ��� c−(x)* /� ���� ���
� � ����)���
 ������� ����������
φa = φ0x

2* ���� -���� ���� �� � ���������� �$ ��� �������� ��� ��-����� ����	
'��
� ���� �-��� -���� ���� �� �� ��������
 ��������� 3φin4* ��� ������)����� �$ ���
�������� ��� ��-����� ���� �� �����%���� $��% ��� ����� ���������� φtot = φa+φin

��-����� '��� ��� I������E���
� �D������ 3!*!�4

−νiziFci∇φtot − Di∇ci = 0, 3�*�4

'���� ��� 
����
���� ���% �� ��-��
��� )�
���� '� '��� 
������� ��� �����( �����
���(* 6��� ����-������ ��� 
��
��������� �$ ��� ��-����� ��� �������� ���� ���
$���� �� )�

c±(x) = c±0 exp
(
−z±Fφtot(x)

RT

)
, 3�*!4
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'���� ��� 
�������� c±0 ��� �� )� �����%���� $��% ��� ������� �%����� �$ ��������
����	 n+	 ��� ��-����� ����	 n−	 �*�*

n± = A

∫ L

−L

c±(x)dx. 3�*@4

'���� A �� � ���� ����* ��
���� �$ E������5� �D������ '� %��� ��D���� ���
��%������ �$ ��� 
��
��������� �� )� %��N%3 ���� ����-� '� ��� '�����- ��
�#	 ���
� ��� ���� ���� A* 6���- E������5� �D������ ��� ��������
 ��������� 
��
)� $����

d2φin

dx2
= −ρe

ε
3�*A4

'����

ρe = (z+c+ + z−c−)F. 3�*H4

GD������� 3�*!4	 3�*A4 ��� 3�*H4 $��% � ��0�������� �D������ $�� φin

d2φin

dx2
=

− F

ε

[
z+c0

+ exp
(−z+F

RT
(φ0x

2 + φin)
)

+ z−c0
− exp

(−z−F

RT
(φ0x

2 + φin)
)]

.

3�*�4

/��� ��� ������� ��������� �� �(%%����
 �)��� x = 0 '� 
�� ����� �D������
3�*�4 ��%���
���( )( ��������� %������ ����- ��� $����'��- 
���������

dφin

dx = 0
φin = C0

}
�� x = 0. 3�*?4

'���� C0 �� ��%� ��)�����( ��$����
� ���������*

�6�#���4 �� ��#��	��� 
����	��

 � ��� $����'��- '� '��� 
������� ��������� �$ �D������ 3�*�4* +�����( '� ����
����%�� z = z+ = −z− ��� %��� ��� ���)��% ��%����������	 �*�*

d2φ′
in

dx′2 = − 1
2λ′

+

exp [−(φ′
a + φ′

in)] +
1

2λ′−
exp [+(φ′

a + φ′
in)] , 3�*�4

'���� ��� ��0�������� �D������ ��� )��� %��� ������%�������� �� ��� $����'��-
%�����

φ′ =
zFφ

RT
, x′ =

x

L
, 3�*�4

λ′
± =

1
L

(
εRT

2F 2z2c0±

) 1
2

,
d2

dx′2 = L2 d2

dx2
. 3�*�
4

��� �'� $�
���� λ′
+ ��� λ′

− �� �����%���� $��% ��� ������� �%�����	 �D������
3�*!4* ��� ������%�������� �%����� �$ ���� ��� -���� ��

n′
± = n±

2F 2z2L

AεRT
=

1
λ′±

2

∫ 1

−1

exp(∓φ′
tot(x

′))dx′ 3�*��4
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��� ������%�������� �%����� �$ ���� ��� 
����� �� )� n′
± = 1* C� �,�%��� �$

������� $��% ��
� � ��%������� �� -���� �� 1-��� �*! '��� ��� ���������	 φ′
a = 6x′2	

��� L = 500µ%* I���
� '� ���� �)������ ��� ������� ���������� �$ �������� ���
��-����� ����* ��� �������� ���� ��� %����( 
��
�������� ������ ��� %�����
x′ = 0	 ��� ��� ��-����� ���� ��� %����( 
��
�������� �� ��� ���� x = ±1*
����- )�
� �� ���� ��(��
�� ��%������� φ′ = 6 
���������� ��

φ =
RT

zF
φ′ =

8.31451 JK−1mol−1 · 298 K
9.6485 × 104 Cmol−1 · 6 = 0.15V. 3�*�!4

��� ��� 
��
��������� 
���������� ��

n+

V
=

n+

AL
=

εRT

F 2z2L2
= 3.8 × 10−10 mol m−3. 3�*�@4

/� '��� %��� �� �� �������-��� �� 
������� � $���( ����� ��%�������� ���)��% ��
��� ��,� ��
����*

−1 −0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

4

5

c´
+

c´
−

−1 −0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

4

5

6
φ

in
φ

a
φ

tot

+�-��� �*!� 4��� �����5 �����������	 �� �������� �	
 	������� ��	� ����	 �� 
���	���	
���

��	��	������	� 3���� �����5 ����	���	
��� ���
��
� �	���	��� �	
 ����
 ����	���
� ��� ���
��


����	���
 �� ��� ���� �&���
� ����	 ��5 φ′
a = 6x′2� �	
 L = 500 µ��

'�� ��
��

���  ��	
�� �� � �� ��"�

/� ��' 
������� � ��)� �$ ���-�� L ��� ������ a* /����� ���� ��)� '� ���
� �
������ �������� �$ �������� ��� ��-����� ����* ����������- �� ���
���
 ���������
����- ��� ����� ��-� �$ ��� ��)� '� �,��
� �� �������� ��� �������� ��� ��-�����
����*

C���(��- ��� I������E���
� �D������ $�� ��� �������� ��� ��-����� ���� '�
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1�� $�� ��� �����( ����� ���������

−z±F

RT
c±∇φtot = ∇c±, 3�*�A4

���
� ����� �� �� ��� &�, �$ ���
��� ��� �� 
����
����* z± �� ��� �����
� �$ ���
�������� ��� ��-����� ���� 3c±4	 �����
�����(	 ���

φtot = φa + φin, 3�*�H4

'���� φa �� �� ������� ���
���
 ���������	 ��� φin �� ��� ��������
 ��������� -����
)( ��� ������)����� �$ ��� ����* ��� �D������ 
����
���- ��� ��������
 ���������
��� ��� ������)����� �$ ��� ���� ��� -���� )( E������5� �D������

∇2φin =
−ρe

ε
, 3�*��4

'����

ρe = F (z+c+ + z−c−). 3�*�?4

��� ���
����� -��������- ��� ������� ��������� ��� ����%�� �� �,��� ������� ���
��)�* ���
� ��� E������ �D������ $�� ��� ������� ��������� ��%���1�� �� ���
B����
� �D������

∇2φa = 0. 3�*��4

��� �D������ $�� ��� ����� ��������� �� ���
�

∇2φin + ∇2φa = ∇2φtot =
−ρe

ε
. 3�*��4

 � ����� �� 1�� ��� 
��
���������� c± '� ������ �� ��� I������E���
� �D������*
��������- ��� �D������ ���� � ������ ��� �� �,��� 
�%������ '� �)����

−ziF

RT
ci

∂φtot

∂r
=

∂ci

∂r
, 3�*!
4

−ziF

RT
ci

∂φtot

∂z
=

∂ci

∂z
. 3�*!�4

 ���-�����- ��� �)��� '� 1��

ci(r, z) = Ai(z) exp
(−ziF

RT
φtot(r, z)

)
3�*!!4

ci(r, z) = Bi(r) exp
(−ziF

RT
φtot(r, z)

)
, 3�*!@4

'���� Ai(z) ��� $��
�����	 '��
� 
�� �� %��� ������ �� z ��� Bi(r) ��� $��
�
�����	 '��
� 
�� �� %��� ������ �� r* ���
� Ai(z) ��� Bi(r) %��� �D��� ���
��%� 
�������	 '��
� '� '��� ������ c0

i 	 '���� ��� 5
5 ����
���� ���� ci = c0
i

'��� φtot = 0* ���
� ��� ������)����� �$ ��� ���� �� -���� )(

ci(r, z) = c0
i exp

(−ziF

RT
φtot(r, z)

)
. 3�*!A4
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C� '� ��� 
���������- � 
����� �(���%	 ��� ����� �%����� �$ ���� %��� )� 1,��
��������( -���� ������	 n±	 �D��� �� ��� ����%� ����-��� �$ ��� 
��
����������

n± =
∫ 2π

0

[∫ a

0

[∫ L

0

c±(r, z)rdz

]
dr

]
dθ = 2π

∫ a

0

[∫ L

0

c±(r, z)rdz

]
dr. 3�*!H4

GD������� 3�*!A4 ��� 3�*!H4 -���� ��� �,�������� $�� c0
±* /� 
�� ���
� '���� ���

$����'��- ������� ��0�������� �D������ $�� ��� ����� ���
���
 ���������

∂2φtot

∂r2
+

1
r

∂φtot

∂r
+

∂φtot

∂z2

=
−F

2πε

⎡
⎣ z+n+ exp

(
−z+F

RT φtot

)
∫ a

0

∫ L

0
exp

(
−z+F

RT φtot

)
rdzdr

+
z−n− exp

(
z−F
RT φtot

)
∫ a

0

∫ L

0
exp

(
z−F
RT φtot

)
rdzdr

⎤
⎦ ,

3�*!�4

'��
� %��� )� ������ '��� ��� ����������� )������( 
���������* �����- ���
�D������ ������%�������� '� �)����

r′2
∂2φ′

tot

∂r′2
+ r′

∂φ′
tot

∂r′
+ r′2

a2

L2

∂φ′
tot

∂z′2
= r′2f(φ′

tot), 3�*!?4

'����

f(φ′
tot) =

1
2

[
− n′

+ exp (−φ′
tot)∫ 1

0

∫ 1

0
exp (−φ′

tot) r′dz′dr′
+

n′
− exp (φ′

tot)∫ 1

0

∫ 1

0
exp (φ′

tot) r′dz′dr′

]
. 3�*!�4

��� ������%�������� �����)��� ��� ��1��� �� $����'�

r′ =
r

a
z′ =

z

L
3�*!�4

φ′
tot =

zF

RT
φtot c′ =

2a2z2F 2

εRT
c, 3�*@
4

'���� c′ �� ��� ������%�������� 
��
���������*

 � ��� 
��� '� ��� -���- �� 
������� ��� ����� ��������� '��� )� 1,�� ����-
��� ��-�� �$ ��� ��)� �� ��� $����'��- %�����

φ′
tot =

⎧⎨
⎩

A $�� z′ = 0, 0 ≤ r′ ≤ 1
A cos(2πz′) $�� r′ = 1, 0 ≤ z′ ≤ 1
A $�� z′ = 1, 0 ≤ r′ ≤ 1

3�*@�4

+�� ���������� 
��������
� ��� ���%�� �� ��� z ��� r �����)��� ��� �%�����
$��% ���� ����� ��� ��* /��� ��� #���
���� )������( 
�������� �)��� '� ���� �
)������( ����� ���)��%* C ��--������ �� ��' �� ����� ��� ���)��% �� -���� ��
��� $����'��-* /� '��� ���
��� )( ���������- �����)��� ��� �,������- ��� �����
���� �� � 
�%����� )���� ���* +���� '� �������� ��� ���)��% ���� �'� )������(
����� ���)��%�	 ��� +�-��� �*@	 J�� ���)��% '��� ��%�-������ )������( 
���
������� ��� �� ����%�-������ E#G ��� ������� ���)��% '��� ����%�-������
)������( 
��������� ��� � ��%�-������ E#G* ����� ��� �'� ��������� φ1 ���
φ2	 �����
�����(	 '� 
�� 1�� ��� ����� ���������

φ′
tot = φ1 + φ2. 3�*@!4
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/��� ��� ����� ���
���
�� ��������� �� ���� ��� ������%�������� 
��
���������
������)����� 
�� )� $����

c± = c0
± exp (∓φ′

tot) . 3�*@@4

+�-��� �*@� 1�
����	� �� ��� ���	
��� ��
�� ����
�� �	�� ��� ������ ����� ��� ������ ��
��
�
+�	
�	� φ1 �	
 φ2 ��� ��
����	 �� ����	 ��5 φ′

tot = φ1 + φ2�

/� )�-�� )( 
���������- ��� ��%�-������ E#G* C���%��- ��� �������� 
��
)� ���������	 %����

φ′
tot(r, z) = R(r)Z(z). 3�*@A4

 �������- ���� ���� ��� ��%�-������ $��% �$ ��� E#G -���� )( �D������ 3�*!?4
��� �������-��- (�����

r2R′′(r) + rR′(r)
r2R(r)

=
−(a/L)2Z ′′(z)

Z(z)
= k 3�*@H4

'���� k %��� )� ��%� 
������� ����������� �� r ��� z	 ���
� ��� $��
���� ��
��� ��$������ ���� �$ ��� 1��� �D��� ��-� �)��� �� ��������� ���( �� r ��� ���
$��
���� �� ��� ��-������� ���� �$ ��� 1��� �D��� ��-� �� ��������� ���( �� z*
���� '� �)���� �'� J#G5� $�� ��� ������ ��� �,��� ����
���� �����
�����(*

r2R′′(r) + R′(r) − kr2R(r) = 0 3�*@�4

Z ′′(z) + k(L/a)2Z(z) = 0 3�*@?4

 � ����� �� ����� ��� ��%�-������ E#G '��� ��� ����%�-������ )������(

��������� '� ����� ��� ���)��% ���� ����� ��) )������( ����� ���)��%�* ���
1-��� �*A* /� ���
� �)���� φ1 �� ��� ��% �$ φ1a	 φ1b ��� φ1c*

+�-��� �*A� 1�
����	� �� ��� ���	
��� ��
�� ����
�� �	�� ����� ������ ����� ��� ������ ��
��
�
+�	
�	� φ1a� φ1b �	
 φ1c �� �����	5 φ1 = φ1a + φ1b + φ1c�
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+�����( 
������� ��� �<E '��� ��%�-������ ��5� �� ��� ���� �$ ��� ��)�*
����
���- $�� ��������� �� ��� �,��� ����
���� '� 1�� ���� k %��� )� �����
���� �� ����� ��� ������� �������� M374K
*  %�����- ��� )������( 
���������
M3
4KM3�4K
	 (����� ��� ��-��$��
�����

Zm(z) = sin(mπz), m ∈ : 3�*@�4

/��� k �������� ��� �������� �� ��� J#G $�� ��� ������ ����
����	 �D������ 3�*@�4	
�� -���� )( � ������ 
�%)������� �$ ��� %���1�� ������ $��
����� �$ 7����� �����

Rm(r) = CI0(γmr) + DK0(γmr), 3�*@�4

'���� C ��� D ��� 
�������� �� )� �����%����	 ��� γm = amπ
L * ���
� K0 → ∞

$�� r → 0 '� %��� ��D���� D = 0* ���� ���� ������� ���� ��� �(%%���( 
��������	
R′(0) = 0	 �� $��1����* C� ���� ����� '� ���
� ����%�

φ1a(r, z) =
∞∑

m=1

CmI0(γmr) sin(mπz), 3�*A
4

'���� Cm ��� 
�������� �� )� �����%���� $��% ��� ���� )������( 
��������	

φ1a(1, z) = A cos(2πz) =
∞∑

m=1

CmI0(γm) sin(mπz). 3�*A�4

��� 
�������� CmI0(γm) 
�� )� ����������� �� ��� +������ ���� 
��.
����� �$
��� $��
���� A cos(2πz) �� ��� �������� z ∈ [0, 1]* �������(��- �� )��� ����� �$
��� ���� �D��� ��-� ��� ����-�����- ���� ��� z ∈ [0, 1] (�����

A

∫ 1

0

{sin[πz(m − 2)] + sin[πz(m + 2)]} dz = CmI0(γm) 3�*A!4

 ���-�����- '� �)����

Ck =
2A

πI0(γ2k−1)

(
1

2k − 3
+

1
2k + 1

)
, k ∈ :, 3�*A@4

'���� '� ���� ��)�������� m = 2k − 1	 )�
���� ���( ������ m -���� ����7���

��.
�����* �� �'��� �$ ��� 
��� m = 2 '��
� %��� )� �,�%���� ���������(
)( ��������- )�$��� ����-�����- ����(��
���(* ��� 
��.
���� $�� m = 2	 ��'����	
���� (����� 7���* ���� '� ���� $����

φ1a(r, z) =
∞∑

k=1

2AI0(
a(2k−1)π

L r)

πI0(
a(2k−1)π

L )

(
1

2k − 3
+

1
2k − 1

)
sin((2k + 1)πz) 3�*AA4

/� 
���� ���� %��� ��� �������� %��� -������ '��� � %��� -������ )������(

��������	 ��( φ1a(1, z) = A cos(n0πz)	 '���� n0 ∈ : �� ���� n0 ∈ 2* /� '���
��'���� ���( 
������� ��� ���
��� 
��� n0 = 2	 '��
� ������( 
������� %���
�$ ��� ��(��
�� ����
�� �$ ��������* ��� C������, � $�� ��� 
��.
����� $�� ��
��)�����( n0*

/� %��� �� �� 1�� φ1b	 '��
� �� ��� 
��� '��� ��%�-������ )������(

��������� �� ��� ��� '���� z = 1 ��� ����- ��� ��-� '���� �K�* ����
���- $��
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��������� �� ��� ������ ����
���� '� 1�� ���� ���( k < 0 -���� ��������� ��0�����
$��% ��� ������� ��������	 F3�4K
* #�1���- k = −γ2 ��� �������� �� -���� �� �
������ 
�%)������� �$ ��� ������ $��
����� �$ 7����� �����

R(r) = CJ0(γr) + DY0(γr), 3�*AH4

'���� C ��� D ��� 
�������� �� )� �����%����*  %%�������( '� �����7� ����
'� %��� ��D���� D = 0 )�
���� Y0(r) → −∞ $�� r → 0* ���� ���� ������� ����
��� �(%%���( 
��������	 F53
4K
	 �� $��1����* ��� )������( 
�������� R(1) = 0
-����

J0(γ) = 0 ⇒ γ = γn 3�*A�4

'���� γn �� ��� n5�� 7��� ����� �$ J0*  � ��� �,��� ����
���� '� ���� �� �����

Z ′′(z) + (γnL/a)2Z(z) = 0. 3�*A?4

#�1���- λn = γnL
a ��� �������� �� -���� ��

Zn(z) = Ae−λnz + Beλnz. 3�*A�4

 %�����- ��� )������( 
�������� M3�4K
 -���� ��� ��������

φ1b(r, z) =
∞∑

n=1

Bn(eλnz − eλn(2−z))J0(γnr), 3�*A�4

'���� Bn ��� 
�������� �� )� �����%���� $��% ��� )������( 
�������� �� z = 0	

φ1b(r, 0) = A =
∞∑

n=1

Bn(1 − e2λn)J0(γnr), 3�*H
4

'���� Bn(1 − e2λn) 
�� )� ����������� �� ��� �,������� 
��.
����� �$ J0 $��
φ1b(r, 0) = A* �������(��- �� )��� ����� �$ ��� ��
��� �D��� ��-� )( J0(γmr)r
��� ����-�����- ���� ��� r ∈ [0, 1] (�����

Bn =
2A

γnJ1(γn)(1 − e2λn)
. 3�*H�4

���� '� 
�� '���� ��� ��������

φ1b(r, z) =
∞∑

n=1

2A

γn

J0(γnr)
J1(γn)

eλnz − eλn(2−z)

1 − e2λn

=
∞∑

n=1

2A

γn

J0(γnr)
J1(γn)

eλn(z−2) − e−λnz

e−2λn − 1
. 3�*H!4

��� ���� $��
���� ��������- ��� �,���������� ���� )��� ����������� �� ����� ��
����� ���� ��( �$ ��� ���%� ����� ��'���� ��1���( $�� n → ∞* ���� �� D���� �%�
������� '��� �%���%�����- ��� ������ �� � 
�%����� ���-��%	 ���
� ��� ��%)��
�$ ���%� �����)�� �� 
��
����� �����'��� '���� )� ���( ��%����* ��� �������� φ1c

�� ��%���� �� ��� �)��� ����������� $���� �� )�

φ1c(r, z) =
∞∑

n=1

2A

γn

J0(γnr)
J1(γn)

eλn(z−1) − e−λn(z+1)

1 − e−2λn
. 3�*H@4
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+�����( '� �,���� ��� �������� $�� ��� ����%�-������ )������( ����� ���)��%
'��� ��%�-������ )��������� �� � 
�%����� )���� ���

φ2(r, z) =
∞∑

n=1

∞∑
m=1

Emn sin(mπz)J0(γnr), 3�*HA4

'���� Emn ��� 
�������� �� )� �����%����* I���
� ���� ��� )������( 
���������
��� �����1�� ��-������� �$ Emn*  �������- ���� ��� ����%�-������ E#G '� �)����

∞∑
n=1

∞∑
m=1

Emn sin(mπz)r2

(
γ2

n +
(amπ

L

)2
)

J0(γnr) = r2f(φ′
tot), 3�*HH4

'���� f(φ′
tot) �� -���� )( �D������ 3�*!�4* I���
� '� ���� ��� �������� �D������

3�*HH4 ���� f(φ′
tot)* B���� '� ��� -���- �� ���� '��� ���� ���)��%	 �� φ′

tot '���
)� ���-�� ����������(* C���%� f(φ′

tot) �� )� ���'� �� ��� $����'��-* +�����( '�
����
� ���� r2 
�� ������� ��� $��% ��� �)��� �D������ 3�*HH4* ���� %������(��-
)��� ����� )( sin(n′πz)J0(γm′)r ��� ����-�����- ���� ��� r, z ∈ [0, 1] (�����

Emn = −4
∫ 1

0

∫ 1

0
f(φ′

tot(r, z)) sin(mπz)J0(γnr)rdrdz(
γ2

n +
(

amπ
L

)2
)

J2
1 (γn)

, 3�*H�4

'��
� �������� �� �D������ 3�*HA4	 -���� ��� �������� �� ��� ����%�-������ �D���
����	 φ2*

'�� (���
���� !���	���

��� �,��������� ������� �� ��� �������� ��
���� ���� )��� �%���%����� �� �
���B�) 
��� �� �)���� ���������* C ������ 
��� �� ���'� �� 1-��� �*H*
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+�-��� �*H� +
�� ����� �)�����	� ��� ����
� ��
��

��� ������ ���B�) 
��� $�� ��� �)��� &�' 
���� �� -���� �� C������, �*
/��� ��� �������� ���
����� ���
��)�� �)��� �� -��������� ��� -���� ��-�����-

�����-��
�	 ��� ��$���������(	 ��� ��������� ���
����� ���( 
�����-�� $�� ���(
��' 
��
����������*

J���� '�(� �$ ������- ���� )������( ����� ���)��% %�-�� )� ����%����* +��
�,�%��� � 1���� ��0����
� ���
����7����� 
�%)���� '��� ��%� ��������� ���
��
���� $�� ��� ���������� ���%* C������ �����)����( �� �� ��� �,�����- �+# ��$�'���*
6���- �+# ��$�'��� ��� ������ ��%� ��������� �������� ��-�� �� )� �)�����)��*
C���%��� �� ��� �������� $�� ���� ������� '�� %���* ��'����	 ��� ��������
��$�'��� ��� ��%� ���( ��$�������� ��%��������*  � ����� �� -������� � -��%��
��( '���� ��� ���
������ ��� ���
���
���( �������� $��% ��� 
������ 
��������- ���
����	 �������� '���� ��� ������* ��� +�-��� �*�* ��� ���
������ ���� �� )� ��������
$��% ��� ���
���	 )�
���� ��� ���
��� �����'��� �� �)���)�� )( ��� ���
������*
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+�-��� �*�� +
�� ����� �)�����	� ��� ����
� ��
��

 � �� �����)�� �� ���
�$( ��� 
�������� ���� �� ��� �������� ���
���* ��'����	
�$��� �,������� 
�����������
� '��� ��� �������� ������� -���� �� C%������%	
 ���� �����7�� ���� ��� ���� 
�������� ���( )������ �� � '��� �� �����
� �� &����
������ )( 
����
����* /��� &���� %��� )( ��0����� ��� �������� '���� ��� ��%��(
����,�����-	 %�����- ���� &���� 
�� ��0��� �����-� �������� ���
��� '��� ���

�������� ���� ���
�1��* ���
��� 
�����	 ��'����	 ��0��� �����-� I�����������
���
��� -���� ��� ���� 
��������* +�� ���� ������ �� �� ��� �����)�� �� ������� ���
���
������ $��% ��� ���
���*

 � ��� $����'��- �������� �,�%���� $��% ��� ���B�) ���-��% ��� -����* G�
�
�,�%��� )�-��� '��� � )�, ������- ��� �%������� ����%����� $�� ��� ��%��������
L �� ��� ���-�� �$ ��� ��)�	 a �� ��� ������ �$ ��� ��)�	 c �� ��� 
��
���������	
T �� ��� ��%��������	 A �� ��� �����-� ���
�1�� �� ��� ���� �$ ��� ��)�	 ��� εc

�� ��� 
�����-��
� 
������� �� c0
+ ��� c0

−*
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�6�#��� �4

 � +�-��� �*? ��� ������)����� �$ �������� ��� ��-����� ���� �� -����* ���
����%����� ���� ��� -���� �� ��� )�, )���'

L = 100µ%	 a = 10µ%	 c = 10−12%�� %−3	 T = 298L	 A = 0.1<	 εc = 2e − 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

r’

z’

1e−7

1e−6
2e−6

3e−64e−6
5e−6 5.75e−6

*�/

0

0.5

1

0

0.5

1
0

2

4

6

x 10
−6

r´z´

*�/

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

r´

z´

1e−7

1e−7

1e−6

1e−6

2e−6

2e−6

3e−6

3e−6
4e−6

4e−65e−6

5e−6

*�/

0

0.5

1

0

0.5

1
0

2

4

6

x 10
−6

r´z´

*
/

+�-��� �*?� �����������	 �� �������� �	
 	������� ��	�� ,�	�
� *�/ �	
 *�/ ���� ��� ���
�������� ��	� ���� ���	 
����	 �	�� ��� ��


� �� ��� ����� ,�	�
� *�/ �	
 *
/ ���� ��� ���
	������� ��	� ���� ���	 
����	 ��� �� ��� �	
� �� ��� �����



52 CHAPTER 6. DISPERSION CONTROL BY ELECTRIC FIELDS

�6�#��� 
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 � +�-��� �*? ��� ������)����� �$ �������� ��� ��-����� ���� �� -����* ���
����%����� ���� ��� -���� �� ��� )�, )���'

L = 100µ%	 a = 5µ%	 c = 10−12%�� %−3	 T = 298L	 A = 0.1<	 εc = 2e − 4
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 � ��� $����'��- 
������ ��0����� ��%�������� 
��
�����- ��� ���������� �$ � ��%�
��� ���������- �� � %�
��
������ '��� )� ���������*  � ��)�� ?*� � ��)�� �� -����
'��� ��0����� 
��.
����� $�� ��0����� ���������* /� '��� ��� ��� ���$ ��0�����

��.
���� $�� '���� �� � �������- ����� $�� ��� ��%�������� ��������� �� ����

������*

���%�
�� #�0����� ���.
����N3%2 �−14

/����3�� '����4 2.26 × 10−9

G������ 1.24 × 10−9

L+ 9.60 × 10−10

�+ 9.31 × 10−9

I�+ 1.33 × 10−9

J�− 5.30 × 10−9

��− 2.03 × 10−9

��(
��� 1.06 × 10−9

#�,����� 6.73 × 10−10

��

���� 5.22 × 10−10

��)�� ?*�� 1�
����
 
������	 �������	�� ��� 
�����	� 
�
��� ��
����	� �	 ����� �� ��� ����
��������5  "7 C�

+�� ��� ��%�������� ��������� '� '��� ����( ��� 1���� ����%� %�����* C �����
��-� ���
������� �$ ���� %����� �� -���� )( <������- ��� ������������ 3���A4*
/� '��� 
������� �'� ��0����� -��%������* +�����(	 �'� �����-�� 
������� 
���
��
��� )( � 180o ���� '��� )� �������* ��
����(	 '� '��� 
������� � ���
��� ������
-��%���(	 '��
�	 �� $�
�	 �� 
������
��� )( ����� ��� �����-�� 
�������*

��'����	 ������� ���)��%� ����� ��-�����- ��� %�������- �$ ���������� ����
)�$��� '� 
�� ����( ��� �������* ���� '��� )� ��� ��);�
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+�-��� ?*�� 1)���� �� ��� ���
 �	
 ��� �������� ���
 �	 ��� 	�������
 ����
����	 �� 6��
��)�	� � 180o ���	�

)�� *��
�
��� 	�� ��
��

���

 � ������� H '� %������ ���� �$��� ���������� �� %������� �� ���%� �$ ��� �����
���� ��������� �$ ��� ���
��� 
��
��������� ���1��*  � ���� 
����,� ��� ��������
��������� σ �� $���� �� $����'�� 3�4 +��� ��� %��� 
��
��������� �� ��
� 
����
��
���� �$ ��� 
������	 ��� ���� �� �� $��
���� �$ ��� ���-�� 
��������� �$ ���

������* 3!4 ���
����� ��� �������� ��������� �$ ��� �)������ 
����*  $ ��� 
���

��������� ���1�� �� � ��������	 4σ 
���������� �� �H*HO �$ ��� ��%���* /���

�%�����- ��%������� ������� '��� �����
� �� ���������� '� ��%��( 
�%���� ���
σ ������*

 � �� ��� �� �������� �����)�� ����
��( �� �)���� � %������ �$ σ �� $��
����
�$ ��%�* ��'����	 �� �� �����)�� �� �)���� � �����	 �� $��
���� �$ ��%�	 �$ ��%�
D������( �� � ��-��� ���
�1�� )( ��� ����* ��(	 '� ���
�$( �'� )�, ������ ��-����
'��� � '���� �$ ��� 
���	 ��� ;��� )�$��� ��� ���� ����� ��� ��� ;��� �$��� ���
���� ������* C ����
� �$ ����� ��-���� ��� ���'� �� +�-��� ?*�* /� 
�� ���� -��
��� �%���� �$ ���
��� �� ��� 
��� ��(�� ;��� )�$��� ��� ���� �� $��
���� �$ ��%�	
��� �� ��� )���� �$ ���� �)���� � ��%� )���� �������� ��������� σin* ��%�����(
�)������- � ��%� )���� �������� ��������� $�� ��� ���� ������	 '� 
�� �)����
������� ��%� )���� �������� ��������� σout* ��� ��0����
�	 σout − σin	 ����

���������� �� ��� ���������� 
����� )( ��� ���� ��
�����- ��0�����*

��� ��%� )���� �������� ��������� �)�����)�� �� ���
��)�� �)���	 �� ��0�����
�� ��� �������� ��������� �)������ �� � ���
�1
 ��%�	 )�
���� ��� 1��� ���� �$
� ��%��� �������- � %�������- ��-��� '��� ���� �,������
�� ���� ��0����� ����
��� ���� ���� �$ ��� ��%��� -���- �����-� ��� %�������- ��-���*

��� �)��� ���
��)�� '�( �$ %�������- ���������� ���� ��� ��D���� ��(����-
�� ��� ������)����� �$ ��� ��%���*  $ '� �� ��� ����� ���� ����%� ���� ��� ��%���
�� ������)���� �� � �������� �� ��� ��%�� '� ���� ������� �����)����(� F�����-
�0 ��� ���� 
��
��������� �� ��
� ��%� ���� '� 
�� 
��
����� ��� ��������
���������	 ��� ���� -�� �� �� � $��
���� �$ ��%�* ���� ���
����� '��� )� �������
�� ��� �$ ��� $����'��- ��
�����*
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 � ���� ��
���� '� '��� �������-��� '��� -��� 
�����-��
� �� �)������* E���%�
����� ��
� �� -��� 
��� ��7�	 �������� �������
� ��� %�-������ �$ ��%� ����� '���
)� ����%���� $�� ��� ��%�������� $����'��- �� ��� ��,� ��
�����*

%���� &����
�� ���#�� $��' �� � �
��

/� 
������� � 180o ���� '��� � ��
���-���� 
���� ��
����* ��� ����� ������
��� ri = 150 µ% ��� ��� '���� ��� w = 50 µ%* ����� ��0����� ������ ���
�������-����� h = 25 µ%	 h = 50 µ%	 ��� h = 75 µ%* ��� &�' �� ��������
������ '��� � �������� ���� �$ ∆P = 1 × 10−6 �E�*

*�/ *�/

+�-��� ?*!� 1)���� �� ��� ���
 �	
 ��� �������� ���
 �	 ��� 	�������
 ����
����	 �� 6��
��)�	� � 180o ���	�

��� ��%������� ������� ��� ���'� �� C������, +*  � ������� A �� ����(��
��
�,�������� ��� )��� ������� $�� ��� ����
��( ���1�� �� � ���� '��� � ��
���-����

�������
����* C ���B�) ���-��% �� 
��
����� ��� ���1�� ��� )��� ��������� ��
�)���� ������ �� 
�%���� '��� ��� ��%��������* ��� 
��� �� ���'� �� C������,
�* +��% ��� ���-��% '� ���� $���� ��� &�' ���� ��� ��� %�,�%�% ����
��(	
'��
� ��� -���� �� ��)�� ?*!*  � ��� ���B�) 
��� ��� ��7� �$ ��� %����
��

��������- ��� ����
����� '��� ��
������ �� �)���� 
�����-��
� �$ ��� &�'����
��� ��� %�,�%�% ����
��(* +��% ��� 
����� -���� �� C������, +	 '� ����
� ����

�����-��
� '�� �)������ $�� 50× 50 %����
��* ��� 
��
�������� '��� 100× 100
%����
�� ��� ��� 
���-� ��� ������ '����� ��� �

���
( -���� �� ��)�� ?*!* ���
��%)�� �$ ���%� ������ �� ��� )���� $��
���� �,�������� $�� ��� ����
��( '��
���� ��
������ ����� 
�����-��
�* C 
������ ���� �$ ��� ����
��( $�� ��� 25 µ%
���� ���� �� ���'� �� 1-��� ?*@* ��� 
������ ���� �� �)������ '��� ��� ���B�)

��� �� C������, �*
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���* ��� 
���� ���� )��� %��� 
�)�
 ��
����� ��� �� ����
����� %��� �%������� ���� ������ '��� � ���
��� �� �������
��*
��� 
��
��������� -������� �$ ��� ���
��� ������ )� �D����( '��� �������� ��
��� ����
����� �� ����� �� ����� � ��%����� ��%���
�� ��0������ �� ��� �$ ���
����
�����*

�������� ��� ��%������� ������� -���� �� C������, +* +�� ��
� 
��� ��7� ���
�������� �������
� ��� )��� ��
������ ����� 
�����-��
� �� ��� &�' ���� ���������
'�� �)������* ������-��
� �� �����,�%����( �)������ �� ��� �������� $��% 10−6

�� 10−8 $�� ��� �������� �������
�*  � ��%� �$ ��� 
���� ���'� �� C������, +
��� &�' ���� ��������� ��
������ �� ��� �������
� �� ��
������* ��� ��)�� ?*@*

��������������	� �� ����� �	 
�����	���
 �;�����	� ��� ���

 ����� ����
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F�� +��� ���* ���* +��'F��� ��, <��* +��'F��� ���������

����H
�H���� 10−4 4.003 × 105 3.309 × 102 0.33%
����H
�H���! 10−6 4.052 × 105 3.354 × 102 1.55%
����H
�H���@ 10−8 4.053 × 105 3.355 × 102 1.58%

��)�� ?*@� >&���
� �� ��� ����
����	 ����
�� ����	 �	 0���	
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�
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�������
�

��)�� ?*@ ������ ��� )� %������������� �� ��� '�( ���� � ��%���
���( ���-�
�������
� -���� )����� �������* ������-��
� %��� )� $���� $�� ��� &�' ����
��������� $�� ��
� 
��� ��7�	 )�$��� �����%���� �)��� ��� �

���
( �$ � -���� 
���
��7� 
�� )� -����*

��� ������� ���'� �� C������, + -���� ��� 
���� ��
���� ���� ��
������- ���

��� ��7� ���� ��
������ ��� ��������� )��'��� ��� ��������
�� �,��
��� ����� ���
��� ��%������	 '��
� �� ��� �%������� $������ �� ����
� �� C������, +*

+��% ��� ������� �� C������, + '� ���� �)����� ���� ������- ��� 
��� ��7�

������� ��� ��
������- ��� ����� �$ ��� 
������	 ��� &�' ���� ��������� ���

������* ���� 
�� )� ����������� �� ��� $����'��- '�(� �� �)���� � �%��� &�'
���� ��������� �� �� �%������� ��' %��( 
���� ����� ��� �� ��
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���� ��
���� �$
��� ����	 ��� ��(��
�� ��%������� �$ ��� ���� ��� ���� �%��������	 )�
���� %���

���� -��� � )����� ���������� �$ ��� ����
��( ���1���*

��� �)��� -��� ��������
( ����(��� '��� )� ���� �� ��� ���
��� �$ 
������
��
��- ��� �(���%� �������-���� �� ��� $����'��- ��
�����* /� ���� �)������ �� ����
�$ ��' 1�� -���� ������ )�	 �� �)���� �

����)�� �

���
���* /� '��� �

��� �
&�' ���� ��������� �� ��� ���-� $��% 1% �� 3%*  � �� '��� ��� 
������ 
�%�����
���$��%��
�� ��.
��� �� �)���� %��� �

����� ��������� '��� %����- ��%� ���
������� ��%��������* �����( ����� ��������� '��� �(��
���( �)������ '����� ��!
�����* ��� ��%� ��������� ��%������� �������	 ��'����	 '��� �(��
���( �)������
�$��� � �� �� ����� �$ ��%������� ��%�*

%���� ��"
���� �� � (	�����	 �������

 � ���� ��)��
���� '� '��� �������-��� ��� -��� ��������
( '��� �����
� �� ��0��
����* ��' 1�� � %��� �� ������ )�$��� '� 
�� ����� ��� �������R �� ���� ��� '�
'��� 
������� � )�, ������ 
������ '��� ��� '���� w = 50µ%	 ����� d = 25µ%	
��� ���-�� l = 500µ%* ��� )�, �� ���� �� )��� ���� �� ��� ��%��� �� �)�� ��
��0��� ��� �$ ��� ����%�* /����� ���� )�, '� ���
� � ��%��� '��� � ��������
������( ������)����� �� ��� ���-�� ����
���� ��� �D��� �� 
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��������� �� ���

���� ��
�����* /� 
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��
����� ����(��
���( ��� ��%� �� ����� $�� ��� ���� 
���

��������� �� ���� �� ���$ ��� ������� �����* ��%�����- ���� ����� �� ��%������
������ '� �)���� � %������ �$ ��' '��� ��� ��0����� �� ��%������* ��� %���
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��������� $�� ��
� 
���� ��
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c(x, t) =
S

2
√

(πD(t0 + t))
exp

( −x2

4D(t + t0)

)
, 3?*�4
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'���� x �� ��� ���
� 
��������� �� ��� ���-�� ����
����	 D �� ��� ��0����� 
��
�.
����	 ��� t �� ��%�* t0 �� ��� ��%� �� '���� ���� $�� ��� ����� $��
����	
cδ(x) = Sδ(x)	 �� ��0��� ���� ��� ����� �$ c(x, 0)* S �����%��� ��' %�
�
���
��� ����� �� �� �����* /��� ��� ������� �������� ��������� σ �$ ��� ��������
�� ���'� t0 �� $���� �� $����'�
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σ2

2D
. 3?*!4
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���� �$ ��%� �� -���� )(
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S

2
√

πD(t0 + t)
. 3?*@4
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�� $���� �� )�
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3σ2

0

2D
=

3σ2
C

4D
, 3?*A4
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� D����
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3σ2

C

4D
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3(50µm)2

4 · 2.26 × 103µm2 s−1
= 0.830 s, 3?*H4

��� ��� t1/2 $���� $��% ��� ��%��������* C�� ���������� ��� )���' 1% ����
����-
���� ��0����� �� D���� '��� ��%������ ���� $�� ���������( 
����� -����	 ���-� ��%�
����� ��� ��-� �������� �������
��*

���� ��7�Nµ% ���* ���* ��%� ����N� t1/2/s ����%* t1/2 ���������

�
 10−4 
*� 
*�!@ 
*�AO
�
 10−4 
*
� 
*�!� 
*!!O
�
 10−7 
*� 
*�@� 
*��O

H 10−4 
*� 
*�@! 
*!�O
H 10−4 
*
� 
*�@
 
*
?O
H 10−4 
*

� 
*�!� 
*�
O

H 10−7 
*� 
*�@! 
*!AO
H 10−7 
*
� 
*�!� 
*�
O

��)�� ?*A� $��
 
���	
�	�� �	�
���� ��� 
������	 �	 � ��&� D	
� 
������	 ��)� ��� ����
�

�������� ��� 
������	 �������	� ��� ����� �	 ����� ��� ���	 �����	5 D = 2.26×103 µm2 s−1�

�'� �,��� ��%�������� '��� %��� �� �������-��� ��� �0�
� �$ ������- ���
&�' '��� ���
�����%����	 �*�* � &�� ����
��( ���1��	 �� -��������* ��� ������� ���
���'� �� ��)�� ?*H*



CHAPTER 7. CFD APPLIED TO DISPERSION PROBLEMS 59

���� ��7�Nµ% ���* ���* ��%� ����N� t1/2/s ����%* t1/2 ���������

H 10−4 
*
� 
*�@
 
*
?O
H 10−4 
*

!H 
*�@
 
*
?O

��)�� ?*H� $��
 
���	
�	�� �	�
���� ��� 
������	 �	 � ��&� ��� ������� 
�����	� �� 
����	
�� �
������������� ���	�	� � ��	���	� ��
����� ����
�� 0� �� ���� 	� ��
����� ���
��	�� �	
�

������	 ����

 ��)� ��� ����
� 
�������� ��� 
������	 �������	� ��� ����� �	 ����� ���
���	 ���
��
5 D = 2.26 × 103 µm2 s−1�

���
�	 
�%�����- �� ��� -��� ��������
( ����(��� �$ ��� ����
��( ���1�� �� �
����	 �� �� ��� ���������� �$ ��� ����
��( ���1�� �����%���� ��� 
��� ��7� ��D�����
$�� �

����)�� 
�����-��
� ������ ���� ��0�����* /� ���� ���� ���( 
�%�����
'��� ��� ����
��( ���1�� %��� )( � �������� ������ &�'* G*-* ����
��( ���1���
$�� &�'� ������ '��� ���
�����%���� �� � ���� 
���� ���� )� 
���������*

 � ��� $����'��- ��%�������� -��� 
��� ��7�� ��� �������� �������
�� '��� )�

����� '��� ��� ����(��� �)��� �� %���*

)�� ��
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��� �� � ��
�+ ��
	 �

 � ���� ��
���� '� '��� �,�%��� ��%������� ������� ����- ��� ��%� )���� ��������
��������� $���� $��% ��� ����������N����������� ���
���-� �$ ���
��� �� $��
�����
�$ ��%�* /� '��� 
������� ����� ��0����� 
���� $�� &�' �� �'� �����-�� 
�������

����
��� )( � 180o ����* ��� +�-��� ?*A*

+�-��� ?*A� 1)���� �� ��� �������� ���		�
� ��		����
 �� � 180o ���	�

• +����	 ��� ��%��� 
��� '��� ��� ��%� ���
�����%���
 %�)����( �� ��� '����*
C� ����� ��� ������ �� �������� �� ���
�1��	 %�����- ���� �� ��������
��0����
� �,��� ��('���� �� ��� �(���%* C� ��� ����� ��� ������ ��� �����-��
U�� ��� U	
� ��� ���
�1��	 (������- �� ���
���
 1��� �� ��� �(���% ������-
��� &���* ��� ���
���
 1��� �� $���� )( ������- ��� B����
� �D������ �� ���
'���� -��%���(*
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• ��
����(	 '� 
������� � 
��� '���� ��� ���� �� ����� 
��
�����* E��
��
���(
'� �%�-��� �� �����)�� �� ���
� ���
������ �� ���� �� ��������� -�������� ���
������� �� ��� ����* G*-* $��� ���
������ '��� �����-��� U1 > U2KU3 > U4*
E��
� U1 �� ��� ����� �$ ��� '���� �(���%	 ���
� U2 �� ��� ���� �����	 U3 ��
��� ���� ������	 ��� U4 �� ��� ������ �$ ��� '���� �(���%* ���� ����� ��	
��'����	 ��� �����)�� �� 
����� ����- ��������	 )�
���� ���� '���� ��D����
�������� ���
��� '��� � �����-�� �������*  � �� ��� �����)�� �� �)���� �
��������� �$ ���
��� �����-� � ���
� '��� � ���
�1�� )������( 
��������	
��
� �� � �����-��*

 ������ '� '��� 
����� ��� ���
�����%���
 %�)����( �$ ��� '���� �� ��� ����
�� )� 7���* ���� -���� �0�
�����( ��� ��%� ����
��( )������( 
��������� ��
����� 
��
�����- ��� ���� '���� ���� ����	 ���
� ��� ����
��( �� ��� )�����
����� �� ��� �����
� �$ ��� ���
���
 1��� ��� ��� ���
�����%���
 %�)����(*

•  � ��� ����� 
��� '� '��� 
������� ��� �(���% '��� %���1�� ���
�����%���

%�)������� �� ��� '���� �$ ��� ����* ��� %�)������� ���� )��� 
���-�� �
�

�����- �� �D������� 3H*?�4 ��� 3H*�
4 $�� ��� !# 
���*

�������� ���
�����%���
 ������ &�' �� �'� �����-�� 
������� 
����
��� )(
� ����* G������ �� '� ���� ���
����� ��� ���)��%� ������- '��� � ��%��� ���
���� ��
� � ����* ��� ��%��� '��� )� ��������� )�
���� �$ ��� -��%����
 �0�
�*
+������%��� ��� ��%��� '��� )� ��������� )�
���� �$ ��� ��-��� ����
��( �� ���
����� '��� 
�%����� �� ��� ����� '���* ��(	 '� ����� 
��
��� ��� ����* ���� ���
���� �0�
� �� ���%������* ��'����	 ��$���������( ������� ����
� �$ ����������
������� ��������� �� ��� ����
��( ���1��* ��� &�' �� ��� ���� �� ��' ��������
������ '��� ������� )������( 
���������* I�� ���( �� '� �)���� -�������� �� ���
����
��( ���1�� �� ��� ����	 ����� '��� ���� )� ����
��( ���1�� -�������� �� ���
�����-�� 
�������*

C� 1��� '� '��� 
������� ��� !# 
��� �$ ���� ���)��%* ��� +�-��� ?*H* ���
!# 
��� 
������� ��� �$ ��� ����������- ��(��
�� ����
�� �$ ��� ���)��%* ���� ��
$����'�� )( ��%�������� �� ������� ��� ������ $�� �������- ��� ��%������� �������
$��% ��������* ��
����( @# ��%�������� ��� %��� �� �)���� ��(��
���( ��������

�������*

�@� �� ������
� �� ���� � ������� ���	����� ������� �	 �	���	�
 ����� �� 	� ���	
��� ��	
����	
�� �������
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+�-��� ?*H� 1)���� �� ��� ��� �������� ���		�
� ��		����
 �� � 180o ���	� ���  � 6�� ����
��
��� �)�����
 �� �

������� ���� ����� ��������	� ��� ���	 ������ ��� ����
�� �	 ��� �
������������
6�� �	 ��� �������� ���		�
��

����� '��� )� � 
������ ���������� 7��� '��� -���- $��% � �����-�� 
������ ��
��� ���� ��� ��
� �����* +�� $��% ���� 7��� ��� ����
��( ���1��� 
�� )� ����%��
�� )� ��������� ���( �� r �� ��� ���� ��� y �� ��� �����-�� �����* C���%��- ���
&�' �� )� ������� $��� ��� �,������� �$ ����� 7���� '��� )� 7���* ��� F�(�����
��%)�� �� �����,�%����(

Re =
Uw

ν
=

100 × 10−6%N� 50 × 10−6%

1 × 10−6%2N�
= 5 × 10−3, 3?*�4

'���� U �� � 
����
�������
 ����
��(	 w ��� '���� �$ ��� 
������	 '��
� �� �

����
�������
 ���-�� �
��� ��� ν �� ��� ����%���
 ���
����(* ���� ���( �%���
F�(����� ��%)�� ����
���� ���� '� 
�� ������ ����%� ��� &�' �� )� �������
$���* ��� I������������ �D������ �� 
(������
�� 
���������� (���� ��� ���1���

u1(y) = C1(y2 − wy) + u∗
1, 3?*?4

u2(r) = C2
r

2

[
ln(r) − 1

2

]
+

1
2
Ar +

B

r
, 3?*�4

u3(y) = C3(y2 − wy) + u∗
3, 3?*�4

'���� u∗
1 �� ��� ���
�����%���
 -���� ����
��( �� ��� '��� �� ��� 1��� �����-��


������ ��� u∗
3 �� ��� 
�����������- ����
��( �� ��� ���� 
������* A ��� B

��%���� �� )� �����%���� $��% ��� ������� )������( 
���������* C1	 C2 ���
C3 ��� -���� )(

C1 =
1
2µ

∂p

∂x
, C2 =

1
µ

∂p

∂θ
, C3 =

1
2µ

∂p

∂x
. 3?*�
4

���
� ��� �������� �� ���(��- �������( ����- ��� ���-�� �$ ��� �����-�� 
�������
��� ���(��- �������( '��� ��� ��-�� �� ��� ���� '� '����

C1 =
p1 − p0

2µL1
, C2 =

p3 − p1

µπ
, C3 =

p0 − p3

2µL3
. 3?*��4
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F�D�����- ��� ���
���-�� �� ��� �����-�� 
������� �� �D��� ��� ���
���-� �� ���
���� -���� ��������� ���%������- p1 ��� p3 $��% ��� �D�������* p0 �� � )������(

�������� �� )� 
����� �� ��� ���� �$ ��� �(���%* ��� �������� -�������� ��
��� �(���% �� ����������� �$ p0	 ����'��� �� ��� ����
��( ���1���* ��� �)������
���������	 ��'����	 �� ������ �� p0*

��� ���
����� ���
��)�� �)��� �� 1�� C1	 C2	 ��� C3 ��� �� ��� ����
��(
���1��� 
�� )� %��� ����(��
���(*  � ��	 ��'����	 D���� � ���� �� ���$��% ���
��-�)�� )( ����* �����$��� ��� ���1��� ���� )��� $���� ����- �����%���
�*  �
+�-��� ?*� � ���� �$ ��� ����
��( ���1��� ��� ���'� $�� ��� 
����

u∗
1 = u∗

3 = 200µm s−1	 L1 = 300µ%	 L3 = 700*

µ = 10−3 kg m−1 s−1	 ri = 150µ%	 ro = 200µ%	 w = 50µ%*

*�/ *�/

+�-��� ?*�� ��� ��
����� ����
�� ��� ��� ������ ����	 �	 +����� !�:� ��� ����
�� u1 �	
 u3

��� �;��
 ������� ��� ���	
��� ��
������� u∗
1 �	
 u∗

3 ��� �;��
�

 � +�-��� ?*? ��� ����(��
�� �,��������� $�� ��� ���1��� ��� -����* /���� �� )�
�����)�� �� �%����� ��� ����
��( ���1���R �������� ��� 
��� '���� ����� �� �D���
���
�����%���
 %�)������� �� ��� �����-�� 
������� )�$��� ��� �$��� ��� ����*
���� �� ��� 
��� �� %��( ���� �,����%����	 '��� ��� '���� ��� 
�%����� �$ ���
��%� %�������*  $ ��� ����
��( ���1�� �� ��� �����-�� 
������� ��� 
������� ���
���
���-� ��� Q = Uw	 '���� U �� ��� 
������� ����
��( ��� w �� ��� '���� �$
��� 
������* B�� �� ������ ��� �������� ��0����
� �
���� ��� ���� ������ ��
�����
� ��� ��%� ���
���-�	 ∆P * ������-�( '� ���
� ���� �������� ��0����
�
�
���� ��� '���� �(���%	 �� ���� ��� �������� �� ��� ����� �� ∆P ��-��� ���� ��
��� ������* ��� �0�
� %��� )� ���� �� �������� ���� 
�� �,��� �� ��� �����-��

�������* ��� ������ �������� ���� %��� �,��� �
���� ��� ����	 (������- 
�������
����
��( ���1��� �� ��� �����-�� 
������� ��� � ����)�������� ����
��( ���1�� ��
��� ����* C @# ��%������� ���'��- ��
� � ���1�� �� ��������� �� +�-��� ?*�*
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6���- �����%���
� �� ����(��
�� �,�������� $�� ∆P $�� ��� !# 
��� �� $����	
�$��� ��%� ��%���1
������	 �� )�

∆P =
8πwµ(r2

i − r2
o)u∗

1

r2
i − r2

o − 4r2
i r2

o

[
ln

(
ri

ro

)]2 , 3?*�!4

�$��� ��%� ��%���1
����� �$ ��� �,�������� -���� �� +�-��� ?*?* ��� �)��� $���
%��� �� ���� �� ��� $����'��- !# ��%��������*  � %��( %�
��&����
 �(���%� ���
%�
��
������� ��� %������� '��� ������� 180o �����* �������� � %������ ����
��- n ����� 
��
����� �����* ��� �������� ���� ������ �
���� ��� ������ %������
∆Ptot �� ����� ����
��( -�������� �� ��� �����-�� 
������� �$ ��� %������ %���
���� ��%��( )�

∆Ptot = n ∆P. 3?*�@4

F�%����- ��� ����
��( ���1�� -�������� �� ��� �����-�� 
������� ���( ��0�����

�����)���� �� ��� ���������� �$ � ��%���* ���� (������- ���� ���������� 
�%�����
�� ��� 
��� '������ � �������� ���� ���� ��� '���� �(���%* I�'	 ��� D�������
��� /��� ��� �0�
� �$ ��%����- ��� ����
��( -�������� �� ��� �����-�� 
�������
����
� ��� ������� ���������� 
�%����� �� ��� 
�%%�� 
��� ���
�����%���
 &�'
�� ��� ����R ��%�������� ��� ������ �� ���'�� ���� D�������*

%���� (��
��	����

+�� ��� $����'��- ��%�������� '� '��� ��� ��� ��(��
�� ���������� �$ '���� �� ���(
��� -���� )( ��������*

#�����(3�-Nµ%34 9.9982 × 10−16

��G3�NL4 1.8000 × 10−4

����%������3�/Nµ%L4 5.9840 × 10+5

���
�1
����3�"N�-L4 4.1800 × 10+15

G��
���
����3��Nµ%4 1.0000 × 10+2

#����
���
 8.0200 × 10+1

<��
����(3�-Nµ%N�4 1.0020 × 10−9

��)�� ?*�� ,������
 ���������� ��� ����� ���
 �� '���	����

��� ��(��
�� ����%����� -���� )���' ��� ���� $�� ��� ��%������� ������ ����
������ �� +�-��� ?*�*

L1 = 300µ% L2 = 50µ%
ri = 150µ% ro = 200µ%
∆U = 10V EO�	������ = 30000 µm2 V−1 s−1

��)�� ?*?� ,������
 ���������� �� ��� ���		�
 ���
 �	 ��� ����
����	��

��� %��� �%������� $������� �$ +�-��� ?*� ���� )��� ��%%���7�� �� ��)��
?*�*  � ��� ��)�� '� ���� -���� ��� TD ������ $�� ��� ������	 ���(	 '����

TD = 4σ. 3?*�A4
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 � ���� ��
���� '� '��� �,�%��� ��%������� ������� '��� �����
� �� ����������
������- �0 ��� ���� 
��
���������� �� $��
����� �$ ��%�* ��� ������� '��� )�

�%����� �� ��� ����
�� )( ���)������ �� ��* 3����4*

J�� -��� '��� )� �� 1�� ��� �0�
���� ���������� 
��.
���� �� � $��
���� �$
��%� $�� � ���
��� -���- �����-� � !# ����*  � ��� $����'��- '� '��� ����%�
���� ��� ���
��� �� ������)���� �� � ��������* ���� ����%����� 
�� )� D����
D��������)�� '��� ��0����� �� ��� ��� ��%����� 
�����)����� �� ��� ����������*
/��� ��� ���� 
��
��������� �� $��
���� �$ ��%� ��� ��� ����� �%���� �$ ���
���
�� ���'�	 '� 
�� �)���� � %������ �$ ��� ��0����� 
��.
����* ���� �� ���'� ��
��� $����'��-* F�
��� ��� ����������- ��� ���������- ��������

c(x, t) =
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exp
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4D��(t) t
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I���
� '� ���� '������ D��(t) �� �%�����7� ���� ��� �0�
���� ��0����� 
��.
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�� � $��
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• +�-��� ?*�! �� � ��%������� '��� ��� ����� 
��
����� ����*

• +�-���� ?*�A ��� ?*�H ��� ��%�������� '��� �D��� ���
�����%���
 %�)�������
���
�1�� �� ��� '���� $�� �'� ��0����� ��0����� 
��.
�����*
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�����%���
 %�)�������
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� ����������*
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�����������- ��%� ����
)��� �����%���� $��% ��� ��%��������* ����� �� �� ��� 
������ ������� �$ ������
��� �� ���( '�( �� �)���� ����� ������* ��� ������ ���� )��� �)������ �� ���
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����������
�� ��� 1��� �����-�� 
������	 ��� ����	 ��� ��
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� ��0����� �� )��� ��� &�' ����
���� ��� ���
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��.�

���� �� �)������ �� �D��� ��� ��0����� 
��.
���� �-���* ���� �� ����������� ��
$����'�� C$��� ��%� ��%� ��� ��%��� �� �%����� ���	 ��� ����� �� �� ���-�� ��(
���������� �$ ��� ��%���	 �*�* �� �� �-��� ������)���� �� � �������� �� ��� &�'
����
����	 ��� ���( ��0����� �� ��� &�' ����
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�����)���� �� ��� ����������*
+�-���� ?*�@ ���' ��� ��%��� �� ��0����� ��%��	 ��� ������ '� ����
� ��� ����
������� �$ ��� ��%��� ;��� �$��� ��� ���� ��� ��� �%�����- ��� �$���'����* C

������ ���������� 7���	 '���� '� -� $��% ��� ���-�� ���������� �� ��� ���� ��
� �%����� �� ��� �����-�� 
�������	 ������ ���
� )� ����� ���� �

����* ����
���������� 7��� )�$��� ��� �������� ������)����� �� �)������ �-��� ��� ��� )���
����� ���� �

���� �� ��� ����
�� )( ���)������ �� ��*

/��� ��� ��0����� ��%� �
��� tD �� %�
� ���-�� ���� ��� ������� ��%��	
tt	 ��� ��0����� '��� ��%����� ��� ����������	 ��� ���� ���������� 7��� '��� )�
��-��-�)��	 ���� ����� ����� 
��������� ��� %����� )( ���)������ �� ��* 
�� )�
������� ��

���$���(*

+�-��� ?*�@� ��� ����
� �� ��� �����5 t = 0� t = 2� t = 4� t = 6� ��� 
���� ���	
 ���
��� �� 0.15 �	
 ��� ����� ���	
 ��� -� ���	�	� ���� �	
� ��	��	������	� �	 ���� ��	�� ���
�����
���
�

���� ���	��� ���� �� 
��	�
 �� ��� ���� �� ��)�� ��� ��� ����
� �� �����
 ������� ��� ���	�
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$�� ��� ��%������� ���'� �� +�-��� ?*�A �,
��� $�� ��� ��0����� 
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��.
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�����)����� �� ��� ���������� �� ��� ����*  � ��)��
?*�
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�%����� �� ���
%����� �������� )( ���)������ �� ��* ��� ���������� ��� '����� ��� �,��
���
����� �$ ��� ��%��������* ��� ��)�� ?*�
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*	�� -/ ��������	
 �� D�� ��� ��� ���� �������� ���		�
� ��� ����	
 ���� *	��  / ��������	
 ��
D�� ��� ��� ���	� �	
 ��� ����
 ���� *	�� </ ��������	
 �� D�� �	 ��� �������� ���		�
 �����
��� ���	�

��� ��%�������� ���'� �� +�-���� ?*�� ��� ?*�? ��� %��� '��� %���1��
���
�����%���
 %�)������� �� ��� '���� �� ��� ���� $�� �'� ��0����� ��0�����

��.
�����* +�� )��� 1-���� '� ����
� ���� ��� �0�
���� ��0����� 
��.
���� ��
��� ���� �� 
���� �� )���- �D��� �� ��� ��0����� 
��.
����* ���� ����
���� ����
��� %���1
����� �$ ��� ���
�����%���
 %�)������� �$ ��� '���� �� ��� ���� �� ��
$�
� ����%��* /� ���� �����7� ���� �� �)���� ���� ���� ����������	 '� ���� ��
)� �)�� �� 
������ ��0�����* ���� ��%���� ��� %��� ��.
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������ ���������� �$ � 
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$����$��*

0 0.5 1 1.5 2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

t/s

pe
ak

*�/

0 0.5 1 1.5 2
0

1000

2000

3000

4000

5000 D
eff,1

= 2.249x10−9m2/s 

D
eff,2

= 2.266x10−9m2/s 

Ct

C
c

*�/

+�-��� ?*��� 1���
����	 ���� ��� ��

� �� ��� �������� ���		�
 ����	� ��� ���� �
��������
����� ����
��� �	
 ��
���
 �
������������ ����
����� �	 ��� ��

� �	 ��� ���	� ��� 
������	
�������	� ��� ��� ����
����	 ��5 D = 2260 µ�2 �−1�



74 CHAPTER 7. CFD APPLIED TO DISPERSION PROBLEMS

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

t/s

pe
ak

*�/

0 1 2 3 4
0

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000
D

eff,1
= 0.235x10−9m2/s 

D
eff,2

= 0.216x10−9m2/s 

Ct

C
c

*�/

+�-��� ?*�?� 1���
����	 ���� ��� ��

� �� ��� �������� ���		�
 ����	� ��� ���� �
������������
����
��� �	
 ��
���
 �
������������ ����
����� �� ��� ��

� �	 ��� ���	 ��� 
������	 �������	�
��� ��� ����
����	 ��5 D = 226 µ�2 �−1�



CHAPTER 7. CFD APPLIED TO DISPERSION PROBLEMS 75

)�% !��
��


 � %��( %�
��&����
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�� ���
����� ������ ���� ��%� �� �

�� )�$��� ������- ��� 
������*
J$ 
�����	 �� �� ��� 
����� �� %��� ;��� ��� ���- �����-�� 
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������ �� ���( '����� ��%� �%��� %�
��&����
 ����
�* ���
� '� ���� �� )��� ���
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�������� ��� ������* ����� '��� �%��� ����� �$ 
�������� ����	 �� '� ����
���� ���������( �� ���� ������ ��������� �0�
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��$��� '� 
�� %��� ��( ��%�������� � -��� %��� )� 
������
���* ���� ��
���� ����- ��� ��$�'���  �#GC�	 '��
� ��� ���( �,������� ����� $�� -��������-
-��%������ ��� -����* ��� �����)������� $�� -��������- -���� �� �������� �� �� ����
����� ���( ��%����* G��� '��� -��������- ��� -���� $�� ��� �����-�� 
�������

����
��� )( � ���� ��� �����)������� �� �������� ��� ���� ���� �

����)��*  �
����� �� 
������
� ��� ������ ��� ��-�� α %��� )� �����%����* +��% +�-��� ?*��
'� 1��

�1 : x2 + y2 = r2, 3?*!A4

�2 : (x − x0)2 + (y − d)2 = r2, 3?*!H4

��� �'� 
��
��� %��� �������
� �� ��� �����

A =
(

x0

2
,
d

2

)
. 3?*!�4

 �������- ��� ����� C ���� ��� �D������ $�� �1 (�����

x2
0 = 4r2 − d2. 3?*!?4

���� α 
�� )� $���� $��% ��� 
����� ��������

cos(α) =
d√

x2
0 + d2

=
d

2r
. 3?*!�4

6���-  �#GC� ��� ����� %��� ���� �$ ��� 
��������� ������ �� 
������
���* /�
���� 
����� r = 200 µ% ��� d = 75 µ%	 (������-	 α = 79.19o* ��%�������� ���
��������� �� ��� $����'��-*

%���� (��
��	����

��� ������ �� 
�%����� �$ 1�� ����� �� ���'� �� +�-��� ?*!
* +�� ��
� ����
�� �0�
���� ���������� 
��.
���� ���� )��� $����* �'� ��%�������� ���� )���
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 %�)������� �� ��� '����*

+�-��� ?*!
� ��� ���		�
 �������� �� �������
 �� ��� ������ ��� ���� �	
 ��� ������
����� ��� �������� ���		�
�� ��� ����	
 �	
 ��� ����
 ����� ��� ���	� ��	
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� ���
180o + 79.19o� �	
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�	� 180o� �	
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 � ��)��� ?*�� ��� ?*�! ��� %��� �%������� ������� $��% ��� ��%������� ����
���'� �� +�-��� ?*!� ��� ?*!! ��� -����	 �����
�����(* ��� �����
��� ������
�$ D��!�	 D��!�	 ��� D��! ���� )��� �����%���� )( ���)�����5� %�����* ���
�����
��� ������ �$ D��!� ��� D��!� ��� ��%��( ��� ��0����� 
��.
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��� ������* ��� ������ ���� ��� ��%������ �0�
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��.
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Cm =
2A

I0(γm)

∫ 1
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cos(n0πz) sin(mπz)dz �)(��
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Cm =
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I0(γm)
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2k − 1 + n0
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